IMAGES DIRECTES COHOMOLOGIQUES
DANS LES CATEGORIES DE MODELES

DENIS-CHARLES CISINSKI

RESUME. Ces notes sont consacrées & la construction des limites homoto-
piques, et plus généralement, des images directes cohomologiques dans une
catégorie de modeles arbitraire admettant des petites limites projectives. En
outre, la théorie des dérivateurs de Grothendieck est introduite, a la fois en
tant que motivation pour 1’étude de telles structures, et en tant qu’outil de

démonstration.
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INTRODUCTION

Ce papier est le premier d’une série de trois. Son propos est d’introduire la
notion de dérivateur de Grothendieck [10, 11] (notion tres proche de celle de
théorie homotopique, due a Heller [12]) et d’en donner les principaux (mais pas
les seuls) exemples : en effet nous montrons ici que toute catégorie de modeles
au sens de Quillen donne lieu a un tel objet. En particulier, nous montrons que
toute catégorie de modeles admettant des petites limites projectives admet des
limites homotopiques (et méme, plus généralement, des extensions de Kan homo-
topiques a droite). Le second papier [3] est consacré a des descritions algébrico-
combinatoires de la théorie de ’homotopie des petites catégories (dont la catégorie
homotopique est équivalente a celle des CW-complexes a homotopie pres). Outre
leur simplicité, I'intérét de ces description est qu’elle sont tres liées a la structure
de dérivateur, ce qui est exploité dans le troisieme papier [4]. Dans ce dernier,
on montre que le dérivateur HOT associé a la théorie de I’homotopie des en-
sembles simpliciaux (ou encore des petites catégories, etc) est caractérisé par une
propriété universelle. Cette derniere induit canoniquement une action de HOT
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sur tout dérivateur, et tout morphisme cocontinu de drivateurs est compatible
une telle action. En regard des résultats du présent papier, [4] résoud quelques
problemes de cohérence homotopique posés par Hovey (on obtient une réponse
positive a [16, probleme 8.13], ainsi qu'une preuve de [16, conjecture 5.6.6], avec
leurs variantes pointées).

La notion de dérivateur donne un cadre axiomatique, sans référence a aucune
notion de catégorie de modeles, pour donner un sens a la celle d'image directe
cohomologique, et pour en comprendre le comportement local. Autrement dit,
ce formalisme est inspiré de la théorie de la cohomologie des (pré)faisceaux, ce
qui guide l'intuition de sa manipulation certes un peu lourde au premier abord.
Cela peut aussi étre vu comme une tentative de description des structures ap-
paraissant sur les catégories homotopiques, généralisant en un certain sens la
notion de catégorie triangulée. Ce cadre est assez riche pour décrire toutes les
constructions homotopiques abstraites usuelles dans le cas ponctué (foncteurs de
suspension et d’espace de lacets, longues suites exactes, etc.). Il donne un sens
a la notion de foncteurs cohomologiquement propres ou lisses entre petites caté-
gories, lesquels induisent des isomorphismes de changement de base analogues a
ceux de la géométrie algébrique (voir [10, 70], [11], et aussi [20]). Cela offre des
interprétations et des démonstrations géométriques des théoremes de cofinalité
homotopique, comme par exemple les théoremes A et B de Quillen [23], et des
résultats de Thomason [24]. Les axiomes que nous donnons ici ne sont pas les
seuls possibles. Ils forment seulement le noyau minimal autour duquel on peut
entrer en digression. Il suffit par exemple de quelques axiomes supplémentaires
pour définir une notion naturelle de dérivateur triangulé (voir [12, 14, 13]). Nous
ne développerons cependant que les aspects les plus utiles a notre propos, laissant
une rédaction plus approfondie & un travail ultérieur.

Pour la construction des images directes cohomologiques dans les catégories
de modeles, la principale difficulté réside dans le fait qu’en général, la notion de
catégorie de modeles n’est pas stable par passage aux catégories de foncteurs.
Cependant, si la catégorie d’indice est une catégorie de Reedy, cette propriété
est bien vérifiée. Suivant Anderson [1], la stratégie consiste donc a plonger de
maniere adéquate toute catégorie de préfaisceaux a valeurs dans une catégorie de
modeles dans une catégorie de préfaisceaux indexés par une catégorie de Reedy
simple & manipuler (proposition 6.9). Ce point de vue est celui adopté par Psa-
rogiannakopoulos [21], mais ce dernier ne semble pas avoir vu que la preuve de
6.9 pose un probleme de cofinalité homotopique non-trivial, que nous n’avons pu
résoudre qu’en utilisant 'existence d’'un Hom externe a la Dwyer-Kan [6] (propo-
sition 5.5). Une version plus simpliciale de ce type de construction est par ailleurs
développée par Dwyer-Hirschhorn-Kan [7, 8]. Le travail de Chachdlski-Scherer [2],
bien que ne portant que sur les (co-)limites homotopiques, est aussi a signaler.
Ces mthodes permettent en outre de dgager une nouvelle classe de catgories de
modles fermes stable par passage aux catgories de foncteurs (6.17).

Ces notes sont le fruit de trois exposés que j’ai donnés dans le courant du mois
de mars 2001 a I'Institut de Mathématiques de Jussieu, dans le cadre du groupe
de travail Algébre et topologie homotopiques, dont je remercie les organisateurs,
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Alain Bruguieres, Bernhard Keller et Georges Maltsiniotis, pour leur accueil et
leur soutien.

1. DERIVATEURS

Ce paragraphe se veut étre une introduction (rapide mais suffisante pour notre
propos) a la théorie des dérivateurs de Grothendieck. Le lecteur pourra trouver
une exposition plus compléte dans [19].

1.1. On désigne par Cat a la fois la 2-catégorie des petites catégories et sa
1-catégorie sous-jacente, i.e. la catégorie des petites catégories. On note @ la
catégorie vide, et e la catégorie ponctuelle (i.e. n’ayant qu'un objet et une seule
fleche). Si A est une petite catégorie, on note A° sa catégorie opposée. Si u
A — B est un foncteur, et si b est un objet de B, on définit la catégorie A/b
par

ObA/b={(a,k)|a € ObA, k€ Homg(u(a),b)},
Hom s ((a, k), (', k"))
={f € Homy(a,d") | k' f =k}, (a,k), (a,k') € ObA/b,
la loi de composition étant induite par celle de A. Dualement, on définit b\ A
par b\A = (A°/b)°. On a alors des foncteurs d’oubli canoniques A — A/b et

b\A — A définis par (a,k) — a. On vérifie alors que les carrés suivants sont
cartésiens.

Afb——> A DA —— A
u/bl ‘/u b\ul Lu
B/b—— B NB — B

Enfin, si A est une petite catégorie, on note p, : A — e le foncteur canonique,
et pour chaque objet a de A, a : e — A le foncteur qui pointe I'objet a.

1.2. Nous renvoyons le lecteur a [18, XII.3] pour les notions de 2-catégorie et de
2-foncteur entre 2-catégories. Si C est une 2-catégorie, on note C° la 2-catégorie
duale de C, i.e. C° a les mémes objets que C, et si X et Y sont deux objets de
C, la catégorie Hom..(X,Y) des 1-fleches de X vers Y dans C° est la catégorie
Hom,(Y, X)°, catégorie opposée des 1-fleches de Y vers X dans C.
Une catégorie de diagrammes est une 2-sous-catégorie pleine Dia de la 2-
catégorie des petites catégories Cat satisfaisant les axiomes suivants.
DO Les catégories vide et ponctuelle, ainsi que la catégorie A, associée a
I’ensemble ordonné {0 < 1}, sont dans Dia.
D1 Dia est stable par sommes finies et par produits fibrés.
D2 Pour tout foncteur © : A — B dans Dia, et pour tout objet b de B, les
catégories A/b et b\ A sont dans Dia.
Une catégorie de diagrammes est auto-duale si elle vérifie en outre 'axiome sui-
vant.
D3 Dia est stable par passage a la catégorie opposée (i.e. si A est un objet de
Dia, alors A° est un objet de Dia).
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Une sous-catégorie de diagrammes de Dia est une 2-sous-catégorie de Dia qui est
une catégorie de diagrammes. Les exemples essentiels de catégories de diagrammes
sont la catégorie Cat toute entiere, la catégorie Catf des catégories finies, la
catégorie Ord des ensemble ordonnés, et la catégorie Ordf des ensembles ordonnés
finis. Nous verrons plus loin d’autres exemples plus techniques.

Définition 1.3. Soit Dia une catégorie de diagrammes. Un prédérivateur de
domaine Dia, ou encore un Dia-prédérivateur est un 2-foncteur contravariant
strict D défini de Dia dans la 2-catégorie CAT des catégories (non-nécessairement
petites), i.e. un 2-foncteur (strict)

D :Dia® — CAT .

Il s’agit donc d’une fonction qui & chaque objet A de Dia associe une catégorie
D(A), a chaque foncteur v : A — B dans Dia, associe un foncteur, appelé
foncteur image inverse,

u*=D(u) :D(B) — D(A)

et a chaque morphisme de foncteurs dans Dia

associe un morphisme de foncteurs o* : v* — u*

uw*

D(4) <t D(B)

v*

Y

le tout vérifiant les conditions de cohérence suivantes (lesquelles sont par ailleurs
évidentes a vérifier dans les exemples que nous considererons).
(a) Pour tous foncteurs composables de Dia, A — B — C,

(vu)" =w'" 1 =1Ip
e
(b) Pour toutes 2-fleches composables de Dia, A v—l}> B,
s~
(ﬁa)* = Oé*ﬁ* ) 1: = 1u*

. . T TS
(c) Pour tout 2-diagramme de Dia, A \U/a/7 B \i}/b C,

Si Diay est une sous-catégorie de diagrammes de Dia, on note D |p,q, le Diag-

prédérivateur obtenu a partir de ID par restriction. Lorsque cela ne sera pas am-
bigu, on parlera de prédérivateurs sans se référer a la catégorie de diagrammes.
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Notations 1.4. Si A est un objet de Dia, a un objet de A, et F' un objet de D(A),
on notera F, = a*F (1.1). Siu : A — B est un foncteur de Dia, et si F est un
objet de D(B), on écrira parfois par abus F'|4 au lieu de u*F.

1.5. Si Dia est une 2-sous-catégorie de Cat, on note Dia’ la 2-catégorie image de
Dia dans Cat par le foncteur A — A°. Si Dia est une catégorie de diagrammes,
et D un Dia-prédérivateur, le prédérivateur opposé a D est le Dia’-prédérivateur
D°, défini par
D°(A) = (D(A°))° A e O0bDid .
Ezemple 1.6. Si M est une catégorie, le Cat-prédérivateur représenté par M,
encore noté M, est le 2-foncteur
Ar— M(A) =Hom(A°, M)
des préfaisceaux a valeurs dans M. Si u : A — B est un foncteur entre petites
catégories, le foncteur image inverse
u*  M(B) — M(A)
est défini par X —— X o u.

Ezemple 1.7. Un localisateur est un couple (M, W) ou M est une catégorie,
et ou W est une partie de I'ensemble FI M des fleches de M. Pour chaque pe-
tite catégorie A, on note W, la partie de FIM(A) formée des morphismes de
préfaisceaux X — Y tels que pour tout objet a de A, la fleche X, — Y, soit
dans W. On obtient ainsi un autre localisateur (M(A), W,), et on note

Dow)(4) = Wit M(A) = Wi Hom(A%, M)

la localisation de M(A) par W,. On notera parfois Ho M la catégorie D) (€).
Pour chaque foncteur u : A — B entre petites catégories, on a vu qu’on a un
foncteur image inverse u* : M(B) — M(A), et on vérifie immédiatement I'in-
clusion w*Wy C W,. On en déduit par la propriété universelle de la localisation
un foncteur canonique, encore noté u*

u Doy (B) — Dy (4) -

On vérifie que cela définit un Cat-prédérivateur Daqy), appelé le prédérivateur
associé a (M, W). On dira qu’un localisateur (M, W) est fortement saturé si une
fleche f de M est un élément de VW a condition et a condition seulement que son
image dans Ho M par le foncteur canonique soit un isomorphisme.

Dans ce qui suit, on fixe une catégorie de diagrammes Dia.

Définition 1.8. Soit D un prédérivateur. Un foncteur v : A — B dans Dia
admet une image directe cohomologique (resp. homologique) dans D si le foncteur

u* :D(B) — D(A)
admet un adjoint a droite (resp. a gauche), alors noté
u, : D(A) — D(B) (resp. uy : D(A) — D(B) ),

et appelé le foncteur image directe cohomologique (resp. homologique) associé a
u.
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1.9. Lorsque B est la catégorie ponctuelle, on note pour chaque objet F' de D(A),
holim s F, ou encore H" (A, F), I'image directe cohomologique de F par u dans
D(e), appelée dans ce cas la limite homotopique de F', ot encore la cohomologie de
A a coefficients dans F'. Dualement, dans le cas des images directes homologiques,
on obtient des notions de colimite homotopique et d’homologie a coefficients dans
un objet de D.

1.10. Soit D un prédérivateur. On considere a présent un 2-diagramme du type

suivant dans Dia.
v

A A
Il
B’ B

w

On en déduit par 2-fonctorialité le 2-diagramme de catégories ci-dessous.

D(A) <2 D(A)

u/*T a* /7{ TU*

D(B) D(B)

Supposons que les foncteurs u et u' admettent tous deux des images directes
cohomologiques dans ID. Alors on obtient le morphisme de changement de base
induit par o, B : w* u, — ul v*,

D(A") ~——— D(4)

comme suit. Le morphisme d’adjonction u*u, — lpg4) induit un morphisme
v* u* u, — v*, et donc en composant avec a* u,, un morphisme v’ w* u, — v*.
Comme u/ est par définition un adjoint & droite de u'*, cela définit bien un
morphisme de w* u, vers u’, v*.

Cette construction sera utile en particulier dans le cas ou « est une identité
(i.e. pour les carrés commutatifs de Dia), mais aussi dans la situation suivante.
Soient © : A — B un foncteur dans Dia, et b un objet de B. On a vu au
paragraphe 1.1 qu’on a un foncteur d’oubli j : A/b — A, défini par j(a, k) = a,
ou a est un objet de A, et k une fleche de u(a) vers b dans B. On obtient donc
les égalités u j(a, k) = u(a) et bp,(a, k) = b, ce qui fait de k& un morphisme de
uj(a, k) vers bp,(a, k). On vérifie que cela détermine un morphisme de foncteurs
a, i.e. un 2-diagramme

Ap—L 4
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appelé le 2-diagramme standard associé a (u,b), et par conséquent, en vertu de
ce qui précede, un morphisme de changement de base associé a (u, b),

b uy — py, J”
Définition 1.11. Un dérivateur faible ¢ gauche (sous-entendu de domaine Dia)
est un prédérivateur D satisfaisant les axiomes suivants.

Der 1: (a) Si I et J sont deux objets de Dia, alors le foncteur

D) 2 D) x D)
induit par les inclusions canoniques ¢ : 1 — Il Jet j:J — I11J, est
une équivalence de catégories.
(b) D(@) est équivalente a la catégorie ponctuelle.

Der 2: Pour toute petite catégorie A dans Dia, la famille de foncteurs a* :
D(A) — D(e), a € Ob A, est conservative (i.e. si ¢ est un morphisme
de D(A) tel que pour tout objet a de A, a*p = ¢, soit un isomorphisme,
alors ¢ est un isomorphisme).

Der 3g: Tout foncteur de Dia admet une image directe cohomologique dans
D.

Der 4g: Pour tout foncteur v : A — B de Dia et tout objet b de B,
le morphisme de changement de base b* u, — p,j*, induit par le 2-
diagramme standard associé a (u, b),

Alb—1—— 4
pl Y o Lu
e B )

est un isomorphisme. Autrement-dit, pour tout objet F' de D(A), on a un
isomorphisme canonique (u,F), 2 H (A/b, F| ) = holim 4 50 F| 4sp-

Ezemple 1.12. Soit M une catégorie admettant des petite limites projectives
(resp. des limites projectives finies). Alors le prédérivateur M (resp. M|casy)
est un dérivateur faible a gauche. En effet, les axiomes Der 1 et Der 2 sont
trivialement vérifiés, et ’axiome Der 3g n’est que 'affirmation de I'existence des
extensions de Kan dans M. Enfin, 'axiome Der 4g dit que siu : A — B est un
foncteurs entre petites catégories (resp. entre catégories finies), alors pour tout
objet b de B, et tout foncteur F' de A° vers M, on a un isomorphisme canonique
@ A0 Flap ~ (uF)p, ce qui est une des constructions possibles de I'extension

de Kan de u (voir [18, X.3, théoreme 1]).
On fixe a présent un Dia-dérivateur faible a gauche D.

Sorites 1.13.  (a) La catégorie D(e) admet des produits finis.
(b) Pour toute paire de morphismes composablesw : A — B etv : B — C
de Dia, on a un isomorphisme canonique (Vu), ™ Uy Uy.
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Démonstration. Les axiomes Der 1, (a) et Der 3g impliquent que le foncteur dia-
gonal D(e) — D(e) x D(e) admet un adjoint & droite, ce qui prouve ’existence
de produits binaires dans D(e). Les axiomes Der 1, (b) et Der 3g impliquent que
D(e) admet un objet final, ce qui acheve la démonstration de (a). L’assertion (b)
résulte immédiatement du fait que (vu), et v, u, sont des adjoints a droite de
u*v* = (vu)*. O

1.14. Considérons le triangle commutatif ci-dessous dans Dia.
A - B
C
On peut le voir comme un carré commutatif

A—=C

]

BT)C ’

et donc on obtient un morphisme canonique (1.10)
W — u, v .
Dans le cas ou C' = e, on a donc en particulier
>k *
Pp > Us Pa s
puis en composant avec le foncteur py,, on obtient un morphisme de foncteurs

P PB — DA P4 -

Définition 1.15. Un morphisme v : A — B de Dia est une D-équivalence si la
fleche pg, pl; — p4, P4 est un isomorphisme dans D(e). Un objet A de Dia est
D-asphérique si p, : A —> e est une D-équivalence. Un morphisme v : A — B
de Dia est D-asphérique (resp. D-coasphérique) si pour tout objet b de B, A/b
(resp. b\ A) est D-asphérique.

Remarque 1.16. Les identités sont des D-équivalence. Si dans un triangle com-
mutatif de Dia, deux des trois fleches sont des D-équivalences, alors il en est de
méme de la troisieme. Siu : A — Betv : B — A sont deux foncteurs dans
Dia, et si vu et u v sont des D-équivalences, alors u et v sont des D-équivalences.
D’autre part, on vérifie immédiatement qu'un objet A de Dia est D-asphérique si
et seulement si le foncteur p¥ : D(e) — D(A) est pleinement fidele (ce qui signi-
fie simplement que pour tout objet X de D(e), la fiche canonique X — p,, pi X
est un isomorphisme).

Lemme 1.17. Soit u : A — B un foncteur dans Dia admettant un adjoint a
droite v : B — A. On désigne par e :uv — lg etn : 14 — vu les mor-
phismes d’adjonction. Alors v* est un adjoint a droite de u*, et les morphismes
n* o utvt — Ipuy et € I — v u* sont les morphismes d’adjonction
correspondants. En particulier, si v est pleinement fidele, alors u* est pleinement

fidele.
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Démonstration. C’est une conséquence formelle de la 2-fonctorialité. O

Proposition 1.18. Soit A un objet de Dia. Si A admet un objet final, alors pour
tout objet C de Dia, le foncteur

(py X 1o)* :D(C) — D(A x C)

est pleinement fidele. En particulier, p, X 1o est une D-équivalence, et A est
D-asphérique.

Démonstration. Si A admet un objet final, le foncteur p, X 1 admet un adjoint
a droite pleinement fidele, a savoir le foncteur w X 1, ol w est un objet final de
A. La proposition résulte donc du lemme précédent. O

1.19. Deux foncteurs u,v : A —> B sont homotopes s’ils sont dans la méme
composante connexe de Hom(A, B). Cela revient a demander qu’il existe une
suite w;, 0 < i < n de foncteurs de A vers B, et des morphismes de foncteurs
w; — w41, tels que wg = u et w, = v. Une fleche u : A — B de Dia est une
équivalence d’homotopie s’il existe une flecche v : B — A telle que uv et 1p
soient homotopes, et v u et 14 soient homotopes. Un objet A de Dia est contractile
si p, est une équivalence d’homotopie. La proposition précédente implique que
pour tout objet A de Dia, la projection A x A; — A est un D-équivalence. On
en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 1.20. Si u et v sont deux fleches homotopes de Dia, alors u est une
D-€équivalence st et seulement si v en est une. En particulier, toute équivalence
d’homotopie est une D-équivalence, et tout objet contractile de Dia est D-asphé-
rique.

Proposition 1.21. Soit v : A — B un foncteur dans Dia. Les assertions
susvantes sont équivalentes.

(a) Le morphisme u est D-asphérique.

(b) Le morphisme py — w, p%y est un isomorphisme dans D(B).
En particulier, tout morphisme D-asphérique est une D-€Equivalence.

Démonstration. En vertu de ’axiome Der 2, I’assertion (b) est équivalente a la
suivante.
(b°) Pour tout objet b de B, le morphisme lpe) = b*py — b*u. pl est un
isomorphisme dans D(e).
Or il résulte de I'axiome Der 4g que b* u, py >~ p, b, P b le morphisme invoqué
dans (b’) s’identifiant alors a l'un des morphismes d’adjonction du couple de
foncteurs adjoints (p7 P4, )- Cela prouve I'équivalence entre (a) et (b’). O

Corollaire 1.22. Soit u : A — B un morphisme D-asphérique dans Dia tel
que les foncteurs p, et py admettent des images directes homologiques. Alors on
a un isomorphisme canonique dans D(e)

Pa ut — P -

Démonstration. Le morphisme pj — u.p7 induit par transposition un mor-
phisme canonique p 4, u* — pp,, et il résulte du lemme de Yoneda que ce dernier
est un isomorphisme si et seulement si le premier en est un. OJ
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Définition 1.23. Soit Dia une catégorie de diagrammes. Un Dia-prédérivateur
D est un dérivateur faible a droite si D° est un dérivateur faible a gauche de
domaine Dia’, ou encore, de maniere équivalente, s'il satisfait les axiomes Der 1
et Der 2, ainsi que ceux qui suivent.

Der 3d: Tout foncteur de Dia admet une image directe homologique dans
D.

Der 4d: Pour tout foncteur u : A — B de Dia et tout objet b de B,
le morphisme de changement de base p,j* — b* uy, induit par le 2-

diagramme,
NA—1—— 4
e B ;

est un isomorphisme.

Un dérwateur est un dérivateur faible a gauche et a droite.

Remarque 1.24. Si D est un dérivateur, un morphisme v : A — B de Dia est
une D-équivalence si et seulement si le morphisme u° : A° — B° de Dia’ est une
D°-équivalence. D’autre part, toutes les notions relatives aux dérivateurs faibles
a gauche se dualisent aux dérivateurs faibles a droite. En particulier, on obtient
I’énoncé suivant, correspondant au corollaire 1.22.

Corollaire 1.25. Soit D un dérivateur faible a droite de domaine Dia. On
considére un morphisme v : A — B dans Dia tel que les foncteurs p, et pg
admettent des images directes cohomologiques dans . Si u est D-coasphérique,
alors on a un isomorphisme canonique dans D(e)

PB. ; pA*u* :

Définition 1.26. Soit Dia une catégorie de diagrammes.
Un morphisme de domaine Dia (ou plus simplement un Dia-morphisme)
F:D—D

est un morphisme de 2-foncteurs (non nécessairement strict) d’un Dia-prédériva-
teur D vers un second I'. Autrement-dit, F' consiste en la donnée pour chaque
objet A de Dia, d’un foncteur

F :D(A) — D'(4) ,

et pour chaque foncteur u : A — B dans Dia, d’un isomorphisme de foncteurs

D(B) D'(B)
Vpu iU F — Fu* | ul Y T Lu
D(A) ———— D/(4)

satisfaisant les conditions de cohérence suivantes.
(a) Pour tout objet A de Dia, vp;, = 1p.
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(b) Pour toute paire de morphismes composables A — B — C de Dia, le
triangle suivant commute.

* 0k TFvu * 0k
u*v* F Fu*v

* *
m ’YF,uv

u* Fo*

u

(c) Pour toute 2-fleche A @ B de Dia, le carré suivant commute.

v

* TFw *
v'F — Fuo

a*Fl lFa*

Un Dia-morphisme F' est fidéle (resp. pleinement fidéle, resp. une Dia-équiva-
lence) si pour tout objet A de Dia, le foncteur F' : D(A) — D'(A) est fidele,
(resp. pleinement fidele, resp. une équivalence de catégories).

Un 2-Dia-morphisme x, d’'un Dia-morphisme F : D — D’ vers un second
G :D — D, est un 2-morphisme de 2-foncteurs

telle que pour tout foncteur u : A — B dans Dia, le carré suivant commute.

* ’YF’u *
wF——Fu

u*nl lnu*

uw* G e Gu*
G,u

Remarque 1.27. On vérifie aussitot que les prédérivateurs de domaine Dia forment
ainsi une 2-catégorie (avec les lois de composition évidentes).

Ezemple 1.28. Soit (M, W) un localisateur. Pour chaque petite catégorie A, on
a un foncteur canonique v : M(A) — Da,mw)(A), et on vérifie immédiatement
que cela définit un Cat-morphisme canonique

v M _>D(M,W) .

Un morphisme de localisateurs F : (M, W) — (M', W') est un foncteur F' :
M — M’ tel que FW C W'. On vérifie aussitét qu’un tel morphisme induit
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canoniquement un Cat-morphisme
F D(MJ/\)) — ID)(M’,W’) .

1.29. Soit FF : D — D' un Dia-morphisme. Un quasi-inverse de F' est un Dia-
morphisme G : D' — D tel que F G soit isomorphe & 1y et G F soit isomorphe &
1p. En particulier, pour tout objet A de Dia, les foncteurs F' : D(A) — D'(A) et
G :D'(A) — D(A) sont alors des équivalences de catégories quasi-inverses 1'une
de l'autre. La proposition suivante est un énoncé standard, et sa démonstration,
purement soritale, est laissée au lecteur.

Proposition 1.30. Un Dia-morphisme est une Dia-équivalence si et seulement
s’il admet un quasi-inverse.

1.31. Soient Dia une catégorie de diagrammes, et F' : D — D’ un Dia-morphis-
me. Considérons un foncteur v : A — B dans Dia, et supposons qu’il admette
des images directes cohomologiques dans D et dans D’. Alors en procédant de
maniere analogue aux constructions du paragraphe 1.10, on définit un morphisme
de foncteurs canonique F u, — u, F'.

On dira que F' est continu, ou encore exact a gauche, si pour tout foncteur de
Dia admettant des images directes cohomologiques dans D et D', le morphisme
ci-dessus est un isomorphisme. Dualement, on dira que F’ est cocontinu, ou encore
ezact & droite si le Dia’-morphisme induit par F, F° : D° — D'°, est continu.
Enfin, F' sera dit bicontinu, on encore ezact, s’il est a la fois continu et cocontinu.

Ezxemple 1.32. Soit D un dérivateur de domaine Dia. Pour chaque objet A de
Dia, on définit un dérivateur D, par D ,(B) = D(A x B). Pour chaque foncteur
u : A — B dans Dia, on obtient ainsi un Dia-morphisme exact u* : Dy — D,
défini par les foncteurs (u x 1¢)* :D(B x C) — D(A x C).

2. LA SITUATION IDEALE

2.1. Si M est une catégorie et F une partie de FI M, on note r(F) (resp. [(F))
la classe des fleches de M qui vérifient la propriété de relevement a droite (resp.
a gauche) relativement a F.

On rappelle qu'une catégorie de modéles est la donnée d'un quadruplet (M,
W, Fib, Cof), o M est une catégorie, et W, Fib, Cof sont des parties de FI M,
telle que les axiomes suivants soient vérifiés.

CM1: La catégorie M admet des limites inductives et projectives finies.

CM2: W vérifie la propriété du 2 sur 3 (i.e. si dans un triangle commutatif
de M deux fleches sont dans W, alors il en est de méme de la troisieme).

CM3: W, Fib et Cof sont stables par rétractes.
CM4: FibN'W C r(Cof) et Fib C r(Cof N W).
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CM5: Toute fleche f de M se factorise en f = pi et f = qj, ou p, q € Fib,
i,7 € Cof et p,j € W.

On notera @ l'objet initial de M et * son objet final. Les éléments de Fib seront
appelés des fibrations, ceux de Cof des cofibrations, et un élément de FibNW (resp.
de Cof N W) sera appelé une fibration (resp. cofibration) triviale. Un objet X de
M sera dit fibrant (resp. cofibrant) si X — * € Fib (resp. @ — X € Cof).
Un localisateur de Quillen est un localisateur (M, W) tel qu’il existe deux
parties Fib, Cof C FI M faisant de (M, W, Fib, Cof) une catégorie de modeles.

Remarque 2.2. Une catégorie de modeles au sens ci-dessus est une catégorie de
modeles fermée au sens de [22], car une conséquence de ces axiomes est que

Fib N W = r(Cof), Fib = r(Cof N W), Cof N W = [(Fib) et Cof = I(FibNW).
Proposition 2.3. Tout localisateur de Quillen est fortement saturé (voir 1.7).
Démonstration. Voir [22, 1.5, proposition 1]. O

Proposition 2.4. Soit (M, W, Fib, Cof) une catégorie de modeéles. Si A est un ob-
jet cofibrant et X un objet fibrant de M, alors ’ensemble Hompo, pq(A, X) s’iden-
tifie canoniquement a ’ensemble Hom (A, X)) quotienté par la relation d’homo-
topie. En particulier, toute fleche A — X dans Ho M est induite par une fleche
A— X de M.

Démonstration. Voir [22, 1.1, corollaire 1]. O

Lemme 2.5. Soient (M, W) un localisateur de Quillen, et A une petite catégorie
telle que (M(A), Wa) soit un localisateur de Quillen. Pour chaque a € Ob A, on
note a : e — A le foncteur de la catégorie ponctuelle vers A qui pointe [’objet
a. Alors la famille de foncteurs a* : D) (A) — Dawy(e), a € Ob A, est
conservative.

Démonstration. Soit ¢ : X — Y une fleche de Diaq)(A). En considérant
une catégorie de modeles sur M(A), on peut remplacer X et Y par deux objets
respectivement cofibrant et fibrant, ce qui permet de supposer que ¢ est une fleche
de M(A) (par la proposition 2.4). Les assertions suivantes sont alors équivalentes
(en vertu de la proposition 2.3).

(i) ¢ est un isomorphisme de D rq ) (A).

(ii) » € Wa.

(iii) Ya € Ob A, ¢, € W.

(iv) Va € Ob A, ¢, est un isomorphisme de D w)(e). O

Définition 2.6. Soient (M;, W, Fib;, Cof;), i = 0,1, deux catégories de modeles.
Un foncteur de Quillen d droite (resp. un foncteur de Quillen a gauche) est un
foncteur F' : My — M; tel que F(Fibg) C Fiby, F(Fiby N W) C Fiby N Wy, et
tel que F'x soit fibrant (resp. tel que F'(Cofg) C Cofy, F(CofoNW,) C Cof "W,
et tel que F'@ soit cofibrant). Une adjonction de Quillen de Mg vers M est un
couple (G, D),ou D : My — M, est un foncteur admettant un adjoint a gauche
G, tel que D soit un foncteur de Quillen a droite (ou de maniere équivalente, tel
que G soit un foncteur de Quillen a gauche).
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Proposition 2.7. (i) Soit F' : My — M un foncteur de Quillen & gauche
(resp. un foncteur de Quillen a droite). Alors F admet un foncteur dérivé
a gauche LF : Ho My — Ho M (resp. un foncteur dérivé a droite RF
Ho My — Ho M, ).

(ii) Soient Fy : Mg — My et Fy : My — My deux foncteurs de Quillen a
droite. Alors le morphisme canonique R(Fy Fy) — RF; RFy est un isomor-
phisme.

(i1i) Si (G, D) est une adjonction de Quillen d’une catégorie de modéles M,
vers une seconde My, alors le foncteur LG : Ho M1 — Ho M est l’adjoint
a gauche du foncteur RD : Ho My — Ho M.

Démonstration. (i) et (ii) résultent de [16, lemme 1.1.12] et de [22, 1.4, proposition
1], et (iii) de [22, 1.4, théoreme 3]. O

Lemme 2.8. Soit (M;, W;, Fib;, Cof;), i € I, une famille de catégories de mode-
les. On pose M = [[. M;, W = [, W;, Fib =[], Fib;, et Cof = [, Cof;. Alors
(M, W, Fib, Cof) est une catégorie de modéles. En outre, le foncteur canonique
HoM — [, Ho M, est une équivalence de catégories.

La démonstration est laissée au lecteur (la premieére assertion est essentielle-
ment tautologique, mais la seconde utilise la proposition 2.4, du moins lorsque
n’est pas fini).

Théoreme 2.9. Soit Dia une catégorie de diagrammes. On considére un locali-
sateur (M, W), et on suppose que pour chaque objet A de Dia, on s’est donné une
catégorie de modeles (M(A), Wa, Fiba, Cof 4), de telle maniére que les conditions
sutvantes soient vérifiées.

(a) Pour tout objet A de Dia, la catégorie M admet des limites projectives de
type A°.

(b) Pour tout morphisme u : A — B de Dia, le foncteur image réciproque
u* : M(B) — M(A) respecte les cofibrations.

(¢) Pour tout morphisme u : A — B de Dia, et pour tout objet b de B, si on
note j : A/b — A le foncteur d’oubli, le foncteur 7* : M(A) — M(A/b)
respecte les fibrations.

Alors la restriction Dy, w) |pia €5t un dérivateur faible a gauche de domaine Dia.

Démonstration. On a M(@) = e, d’ou 'égalité D w)(D) = e, ce qui montre
la partie (b) de Der 1. Si A et B sont deux objets de Dia, on remarque que les
inclusions canoniques A — AIl B et B — AIl B induisent un isomorphisme de
catégories M(AIl B) — M(A) x M(B), et donc la partie (a) de Der 1 résulte
du lemme 2.8.

Le lemme 2.5 montre ’axiome Der 2.

L’axiome Der 3g est une conséquence directe de la proposition 2.7, (iii), une
fois remarqué que si u : A — B € FIDia, le foncteur uv* : M(B) — M(A)
admet un adjoint & droite u, : M(A) — M(B) grace a la condition (a), et que
le couple (u*,u,) est une adjonction de Quillen par la condition (b). On notera

Ru, : ]D)(M’W)(A) — D(M,W)(B)

le foncteur dérivé a droite du foncteur u, : M(A) — M(B), qui est donc un
adjoint a droite du foncteur Lu* ~ u* : D) (B) — D) (4).
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Il reste donc & montrer ’axiome Der 4g. Soit u : A — B une fleche de Dia
et b € Ob B. On a alors le 2-diagramme standard associé au couple (u, b) :

Ab—1 4
Pj 720 Lu
e B

Le morphisme de changement de base b*u, — p,j* est un isomorphisme dans
M, et on remarque que u,, p, et 7* sont des foncteurs de Quillen a droite. Comme
les foncteurs de Quillen a droite sont stables par composition, le cas ou u est une
identité montre que le foncteur b* est aussi un foncteur de Quillen a droite. On
obtient de la sorte le diagramme commutatif suivant (dont les isomorphismes
verticaux sont justifiés par la proposition 2.7, (ii))

R(b* us) — R(p« %)

zl lz

Rb* Ru, — Rp, Rj*

b* Ru, — Rp, 7" )

et donc un isomorphisme b* Ru, ~ Rp, j*. O

3. ENGENDREMENT PAR COFIBRATIONS

3.1. Soit M une catégorie, et I C FIM. On dira que I permet I'argument du
petit objet si I est un petit ensemble, et si pout tout élément A — B de I, le
foncteur Hom (A, . ) commute aux limites inductives indexées par les ensembles
bien ordonnés filtrés par un cardinal assez grand (voir [16, définition 2.1.2] pour
une définition plus précise). Par exemple, il suffit que les objets A soient de
présentation finie dans M.

Si M est une catégorie admettant des petites limites inductives, et si I est un
ensemble de fleches de M permettant I'argument du petit objet, les propriétés
suivantes sont vérifiées (voir [16, théoreme 2.1.14]) :

- toute fleche f de M se factorise en f =pioui € l(r(l)) et oup € r(I);

- tout élément de [(r(I)) est un rétracte d'un composé transfini a droite d’images
directes de sommes d’éléments de I, et [(r(I)) est la plus petite classe de fleches
de M contenant I et stable par ces opérations.

Définition 3.2. Une catégorie de modeles (M, W, Fib, Cof) est engendrée par
(I,J) si M admet des petites limites inductives, I et J sont deux ensembles de
fleches de M permettant 'argument du petit objet, tels que Cof = I(r(I)) et
Fib = r(J) (ce qui implique que Cof N W = I(r(J)) et que FibNW = r(I)).

Une catégorie de modeles est engendrée par cofibrations s’il existe un couple
(I, J) qui 'engendre.
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Proposition 3.3. Soit (M, W, Fib, Cof) une catégorie de modéles engendrée par
un couple (I, J). On se donne un foncteur G : M — M’ admettant un adjoint
a droite D : M — M, et on suppose les conditions suivantes vérifiées.

(i) La catégorie M’ admet des limites projectives finies et des petites limites

inductives.

(ii) Les ensembles GI et GJ permettent argument du petit objet.

(iii) D(I(r(GJ))) C W.
On pose W' = D™'W, Fib' = D~1Fib, et Cof’ = I(Fib' N W'). Alors le quadruplet
(M, W' Fib’, Cof’) est une catégorie de modéles engendrée par (GI, GJ).

Démonstration. Voir [5, théoreme 3.3] O

3.4. Soit M une catégorie admettant des sommes, et soit A une petite catégorie.
Pour chaque a € Ob A, le foncteur a : e — A, * —— a, induit un foncteur
a* : M(A) — M, lequel admet un adjoint a gauche a; : M — M(A),
Xr— X®a,oupourbe ObA, ona

(Xea,= ] X.

Hom 4 (b,a)
Si I C FIM, on note
IA={X®a—Y®a| X —Y €l acObA}.

Soit (M, W, Fib, Cof) une catégorie de modeles engendrée par un couple (1, J).
On pose Fiby = {f € FIM(A)| Va € Ob A, f, € Fib} et Cof 4 = I(Fiba N Wa).

Proposition 3.5. (M(A),Wa, Fiba, Cof 4) est une catégorie de modéles engen-
drée par le couple (I ® A, J® A).

Démonstration. Soient X € ObM, Y € ObM(A) et a € Ob A. On a alors une
bijection naturelle Hom (X, Y,) ~ Homy4)(X®a, Y'), d’olt on déduit facilement
que I ® A et J® A permettent ’'argument du petit objet.

Considérons le cas particulier ou A est une catégorie discrete, i.e. un ensemble.
Alors M(A) = [[4, M, Wa = [[4 W, Fiby = [[Fib, et Cof4 = ], Cof. Le
lemme 2.8 nous donne déja la structure de catégorie de modeles. Il ne reste donc
plus qu’a montrer que Fiby = r(J ® A) et que Fiby N W4 = r(I ® A), sachant
que Fib = r(J) et FibNW = r(I), ce qui est immédiat en utilisant par exemple
les adjonctions (ai, a*) ci-dessus.

Le cas général va résulter du cas discret comme suit. On considere ’ensemble
Ob A comme une catégorie discrete, et on a un foncteur d’inclusion canonique 7 :
Ob A — A, d’ot1 un foncteur image réciproque i* : M(A) — M(Ob A), et son
adjoint & gauche 4, : M(Ob A) — M(A). On remarque que (i*) " Wopa = Wha,
(i*)"'Fibopa = Fiba, (I @ ObA) = T ® A, iy(J ® Ob A) = J ® A, et enfin que
i*(l(r(J ® A))) C l(r(J ® Ob A)) C Wop 4. La proposition 3.3 permet donc de
conclure. 0

Lemme 3.6. Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories, et soit b
un objet de B. On note j : b\A — A le foncteur d’oubli. Alors le foncteur
image réciproque j* : M(A) — M(b\A) respecte les cofibrations au sens de la
structure de catégorie de modéles ci-dessus.
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Démonstration. Soit a un objet de A, et (a/,5’) un objet de b\A (i.e. a’ € A et
B € Homp(b,u(a'))). On a alors une identification naturelle

Hom4(d',a) = H Homy a((d’, 3), (a, B)) -

BeHomp (b,u(a))

On en déduit que pour tout objet X de M, et pour tout objet a de A, on a
FXea= ] X ®(a,f) .

BeHomp (b,u(a))
Par conséquent, tout élément de I ® A est envoyé par j* sur une somme d’éléments
de I ® (b\A), ce qui permet d’achever cette démonstration. O

Théoréme 3.7. Soit (M, W, Fib, Cof) une catégorie de modéles engendrée par
cofibrations. Le prédérivateur Da,wy associé au localisateur (M, W) est un dé-
rivateur faible a droite de domaine Cat.

Démonstration. Cela résulte immédiatement de la version duale du théoreme 2.9,
de la proposition 3.5, et du lemme 3.6. O

3.8. On rappelle que la catégorie des simplexes est la catégorie A, dont les objets
sont les ensembles A,, = {0,...,n}, n > 0, munis de 'ordre naturel, et dont les
fleches sont les @Pplications croissantes. La catégorie des ensembles simpliciaux
est la catégorie A des préfaisceaux d’ensembles sur A.

Pour n > 1, et 0 <4 < n, on note ¢’ 'unique injection croissante de A,_; vers
A, qui ne prend pas la valeur i. Pour n > 0, on définit un sous-préfaisceau 04,, de
A, par 0 Ay = &, et pour n > 1, d A,, = Up<i<nlm 8%, On note i, : 04, — A,
I'inclusion canonique, et I = {i, | n > 0}. Pour n > 1 et 0 < k < n, on a
I'inclusion canonique suivante dans A Jnk @ Uizrlm S Aﬁ — A,,. On définit
alors J = {jn,r | n>1, 0 <k <n}.

On note Cof la classe des monomorphismes de 3, Fib = r(J), et on définit W5
comme la classe des fleches f de A qui admettent une factorisation de la forme
f=pi,ouper(l),eicl(r(J])).

Joyal et Tierney [17] donnent une preuve tout-a-fait élégante du résultat bien
connu ci-dessous.

Théoréme 3.9 (Quillen [22]). (A,Wa,Fib, Cof) est une catégorie de modéles
engendrée par le couple (I,J).

3.10. On note HOT le prédérivateur associé au localisateur (A,WB), et Hot =
HOT (e).

Corollaire 3.11. Le prédérivateur HOT est un dérivateur faible a droite.

Démonstration. Cela résulte des théorémes 3.9 et 3.7. O

4. RESTRICTION AUX CATEGORIES DIRECTES

Définition 4.1. Une catégorie de Reedy est un triplet (4, A,, A_), ou A est une
petite catégorie, et A, et A_ sont des sous-catégories de A, vérifiant les deux
axiomes suivants.
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R1 1II existe une application § : Ob A — N telle que pour toute fleche «
a — a' de A, (resp. de A_) qui n’est pas une identité, da < da’ (resp.
da > da’).
R2 Chaque fleche a de A admet une factorisation unique de la forme a =
aya_, ou o est une fleche de A, , et a_ une fleche de A_.
Une catégorie A est directe si (A, A,Ob A) est une catégorie de Reedy. Elle est
inverse si A° est directe.
On note Dir (resp. Dirf) la 2-sous-catégorie pleine de Cat dont les objets sont
les petites catégories directes (resp. les catégories directes finies).

Remarque 4.2. Si (A, Ay, A_) est une catégorie de Reedy, on a ObA =0b A, =
ObA_. Pour a € ObA, on écrira a; (resp. a_) l'objet de A, (resp. de A_)
correspondant. On vérifie facilement que les seuls isomorphismes de A sont les
identités.

Exemple 4.3. Soit A la catégorie des simplexes. On note A la sous-catégorie
des monomorphismes de A, et A_ la sous-catégorie des épimorphismes de A.
Alors le triplet (A, A, A_) est une catégorie de Reedy.

Exemple 4.4. Tout ensemble ordonné fini est une catégorie directe.

Sorites 4.5.  (a) Si (A, Ay, A_) est une catégorie de Reedy, il en est de méme

du triplet (A°,(A_)°, (A})°).

(b) Si (A, Ay, A-) et (B, By, B_) sont des catégories de Reedy, le triplet (A x
B, A, x By, A_ x B_) est une catégorie de Reedy.

(c) Les catégories Dir et Dirf sont stables par sommes et produits finis.

(d) Pour toute catégorie directe A, pour tout foncteur A — B, et pour tout
objet b de B, A/b et b\ A sont des catégories directes.

(e) Toute sous-catégorie d’une catégorie directe est directe

(f) Si A est une catégorie directe finie, alors A° est une catégorie directe finie
(i.e. elle est aussi inverse).

Remarque 4.6. Dir est donc une catégorie de diagrammes, et Dirf une catégorie
de diagrammes auto-duale (les assertions (c) et (e) impliquent que les catégories
directes sont stables par produits fibrés).

4.7. Soit (A, A, A_) une catégorie de Reedy, et soit a : e — A un objet de A.
On note 0, A (resp. 0] A) la sous-catégorie pleine de a_\A_ (resp. de A, /ay),
définie par

Obd; A=0b(a_\A_)\ {(a=,1, )}

(vesp. Obd} A= Ob(A; /1) \ {(as, L)},

et A\, :0,A — A (resp. o : 0Ff A — A) le foncteur d’oubli. Si A est une
catégorie directe, on abrégera les notations en écrivant 0, A pour JF A (et on re-
marque qu’alors 0, A = @).

Si M est une catégorie admettant des limites inductives et projectives perti-
nentes, on définit deux foncteurs L, : M(A) — M et M, : M(A) — M par

L, = Por ay et M, = Py 4, k. Les foncteurs 9, A — a\A et ;A — A/a
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induisent des morphismes de foncteurs L, — a* — M,. En particulier, pour
toute fleche ¢ : X — Y de M(A), on obtient le diagramme suivant dans M.

LaX Xa }/CL X MY MaX - MaX
LG¢J/ / qu/ le
L)Y — L)Y I} x X, Y, MY

Si (M, W, Fib, Cof) est une catégorie de modeles, la catégorie M admettant
des limites inductives et projectives pertinentes, on définit Cof 4 comme la classe
des fleches X — Y de M(A), telles que pour tout a € Ob A, le morphisme
L)Y I}, x X, — Y, soit une cofibration, et Fiby comme la classe des fleches
X — Y de M(A) telles que pout tout a € Ob A le morphisme X, — Y, X1y
M, X soit une fibration. On obtient la

Proposition 4.8. (M(A), Wa, Fiby, Cof 4) est une catégorie de modéles, et pour
tout élément X — Y de Fiby (resp. de Fiby N W, ), et pour tout a € Ob A, le
morphisme X, — Y, est une fibration (resp. une fibration triviale).

En outre, si A est une catégorie directe, la classe Cof 4 est exactement la classe
des morphismes X — Y de M(A) tels que pour tout objet a de A, la fleche
X, — Y, soit une cofibration.

Démonstration. Voir [16, théoreme 5.2.5], ou [15, théoreme 17.3.3]. O

Lemme 4.9. Soit u : A — B un foncteur dont la source est une catégorie
directe, et soit b un objet de B. On note j : A/b — A le foncteur d’oubli. Alors
le foncteur j* : M(A) — M(A/b) respecte les fibrations au sens de la structure
de catégorie de modeles définie ci-dessus.

Démonstration. Soit (a, ) un objet de A/b (i.e. a est un objet de A, et § un
élément de Homp(u(a),b)). On remarque qu’on a un isomorphisme de catégories
canonique A/a ~ (A/b)/(a,B), d’olt un isomorphisme 0, A ~ 04,3 A/b, et donc
un isomorphisme de foncteurs M, g)j* ~ M,, ce qui permet de conclure. O]

Proposition 4.10. Pour tout localisateur de Quillen (M, W), le prédérivateur
restreint Dy, w) [pay st un dérivateur.

Si en outre M admet des petites limites projectives, le prédérivateur Dy )
induit un dérivateur faible a gauche D) | Dir-

Démonstration. Cela résulte de la proposition 4.8, du lemme 4.9, et du théoreme
2.9. [

4.11. Soit (M, W, Fib, Cof) une catégorie de modeles. On note My la sous-
catégorie pleine de M formée des objets fibrants, et Wy = W N FIMy, ce qui
définit un localisateur (M s, Wy), appelé le localisateur des objets fibrants associé
a M, et un morphisme de localisateurs ¢ : (Mg, W¢) — (M, W). On note
encore ¢ : Dy, w,) —> Dm,w) le Cat-morphisme induit.

Proposition 4.12. Le morphisme i : D, w;) [pif — Do) lpay est une
Dirf -équivalence.
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Si en outre la catégorie M admet des petites limites projectives, alors la res-
triction aux catégories directes i : Dty ) |Dir — Dmwy |pir €5t une Dir-¢é-
quivalence.

Cela résulte immédiatement du lemme ci-dessous (lequel est par ailleurs évident
si les factorisation de 'axiome CM5 sont supposées fonctorielles).

Lemme 4.13. Soit A une petite catégorie telle que M(A) admette une structure
de catégorie de modéles (M(A), Wa, Fiba, Cof 4) vérifiant l’inclusion Fiby C {¢ €
FIM(A) | Va € Ob A ¢, € Fib}. Alors le foncteur

i WiaMg(A) — Wit M(A)
est une équivalence de catégories.

Démonstration. On note comme ci-dessus M(A); la sous-catégorie pleine de
M(A) formée des objets fibrants, et Wy s = M(A)y N W,4. On obtient alors

un triangle commutatif :

Wil M(A); i WIM(A)

Wi aM(A)

On sait que k est une équivalence de catégories (en vertu de [22, I.1, théoreme
1]). On en déduit que le foncteur j est fidele, et qu’il suffit de montrer que j est
plein et essentiellement surjectif. Soit X — Y une fleche de Wf_il./\/l 7(A). Elle
est représentée par un diagramme de M (A) du type

ul v1 us Un—2

X =X, X, X, Xy 1<—2X,=Y,

ou les fleches u; sont des éléments de Wy 4. Pour chaque [, on choisit une co-
fibration triviale de but fibrant X; — Z; dans M(A), et pour chaque fleche
X; —> X141, le carré suivant admet un relevement 7, — 7,4

X — X1 — 21

| |

Z * )

ce qui donne le diagramme commutatif suivant dans M ;(A)

Ul V1 us Un—-2

Xo X1 Xo X, <= X,

, ol L

Zo Z Zs Zn—1 “on Zn, !

S1 t1 S3 tn—2

dont les fleches verticales sont des équivalences faibles, ainsi que les fleches s;. Cela

montre que j est plein et essentiellement surjectif, et achéve donc la démonstration.
O
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Proposition 4.14. Soient M et M’ deux catégories de modéles, et I : M —
M’ un foncteur de Quillen a droite. Alors Il existe un Dirf-morphisme

RE - Do) lpirr — Do wny [ing
tel que pour chaque catégorie directe finie A, le foncteur
RE ]D)(MJ/\)) (A) — ]D)(M’,W’)(A)

soit le foncteur dérivé a droite du foncteur F' : M(A) — M'(A). Le Dirf-mor-
phisme RF est continu dés que F' commute aux limites projectives finies.

Si de plus M admet des petites limites projectives, ce dernier se prolonge en
un Dir-morphisme

RE - ]D)(Mvw) |'Di7” — ]D)(M’,W’) |’Dir y
tel que pour chaque catégorie directe A, le foncteur
RF ]D)(/VLW) (A) — ]D)(M’,W’)(A)

soit le foncteur dérivé a droite du foncteur F' : M(A) — M'(A). En outre, si
M’ admet des petites limites projectives, et si F' commute auz limites projectives,
alors le Dir-morphisme RF' est continu.

Démonstration. Dans ce qui suit, Dia désigne ou bien la catégorie des catégories
directes finies, ou bien celle des catégories directes. On suppose dans un premier
temps que pour tout objet A de Dia, la catégorie M admet des limites projectives
de type A°. On note (M, Wy) le localisateur des objets fibrants associé a M. La
restriction de F' & M définit un morphisme de localisateurs F' : (M, Wy) —
(M’', W), et donc un Cat-morphisme F : D, w;) — Daewry. D'autre part,
en vertu de la proposition 4.12, on a une Dia-équivalence

i Do,y |Dia —> Dmw) |pia

ce qui permet de définir RF' par le triangle commutatif suivant (en choisissant un
quasi-inverse de ) :

]D)(Mf,Wf) |Dia ]D)(M’,W’) |'Dia

D(M,W) |’Dia

On suppose a présent qu’en outre, pour tout objet A de Dia, la catégorie M’
admet des limites projectives de type A°, et que le foncteur F' commute aux
limites projectives de type A°. On considere un foncteur v : A — B dans
Dia. Alors les foncteurs u, : M(A) — M(B), u, : M'(A) — M'(B),
F :M(A) — M (A) et F : M(B) — M'(B) sont des foncteurs de Quillen a
droite, et comme le morphisme canonique F' u, — u, F' est un isomorphisme de
M (B), on obtient le diagramme commutatif suivant (les isomorphismes verticaux
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étant les isomorphismes canoniques de la proposition 2.7, (ii)) :

R(F u,) —= R(u. F)

zl lz
RF Ru, — Ru, RF

On a ainsi un isomorphisme canonique RF' Ru, ~ Ru, RF'. O

5. Hom EXTERNES ET COFINALITE

5.1. On fixe pour le moment une catégorie de modeles M, et un objet cofibrant
A de M(A°) = Hom(A, M) (au sens de la structure de catégorie de modeles de
la proposition 4.8), tel que pour toute fleche A,, — A, de A, le morphisme
A,, — A,, soit une équivalence faible.

On note Ap # la sous-catégorie pleine de A formée des ensembles simpliciaux de
présentation finie (c’est-a-dire des ensembles simpliciaux K tels que le foncteur
Homz (K, . ) commute aux petites limites inductives filtrantes). On remarque
que comme dans la catégorie des ensembles, les limiAtes inductives filtrantes com-
mutent aux limites projectives finies, la catégorie A, est stable par limites in-
ductives finies. Il est en outre évident que les simplexes standard A, sont de
présentation finie, d’ott on déduit que les ensembles simpliciaux 9 A,,, A sont
de présentation finie. En fait, on peut montrer qu’un ensemble simplicial est de
présentation finie si et seulement si I’ensemble de ses simplexes non-dégénérés est
fini.

Lemme 5.2. Il existe un foncteur, unique da isomorphisme unique pres, A,

Ay — M qui commute auz limites inductives finies, tel que pour tout entier
positif n, A/A, = A,.

Démonstration. On rappelle que si K est un ensemble simplicial, et si A/K
désigne la catégorie des simplexes au-dessus de K (i.e. les objets de A/K sont les
couple (A,,u) ot u € Homz (A,, K) et les fleches sont les triangles commutatifs

évidents), on a un foncteur ¢ : A/K — 3, (Ap,u) — A, et que le
morphisme canonique lim ¢ — K est un isomorphisme. D’autre part, si K est
de présentation finie, on peut montrer que K est le conoyau d’une double fleche
dutype L' = L, ou L et L’ sont des sommes finies de préfaisceaux représentables.
Comme les préfaisceaux représentables sont connexes, les fleches de L’ vers L sont
induites par des morphismes entre préfaisceaux représentables. On note I la sous
catégorie pleine de A /K engendrée par ces fleches (lesquelles sont au-dessus de K
par le morphisme canonique L — K), et ¢ : I — A/K l'inclusion. La catégorie
I est finie, et on vérifie que le morphisme canonique ligi*qb;( — lim ¢ est un
isomorphisme. On en déduit que le foncteur ¢ est cofinal (i.e. que pour tout objet
(An,u) de A/K, la catégorie (A, u)\I est connexe). Par suite, toute catégorie C'
admettant des limites inductives finies admet des limites inductives de type A/ K
(car si F : A/K — C est un foncteur l'objet th*F représente le foncteur
X — lim Hom¢ (F, X)).

On peut a présent définir le foncteur A, comme suit : si K est un ensemble
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simplicial de présentation finie, on pose A/K = h_n;(A ¢K),etsif : K — L

est un morphisme de Ay, il induit un foncteur A/f : A/K — A/L, d’ot un
morphisme canonique A,f : AA/K — A/L. O

Lemme 5.3. Pour tout n > 0, le morphisme A)(0A,) — A(4,) est une
cofibration, et pour n > 1, 0 < i < n, les morphismes A\(A%) — A(4A,) sont
des cofibrations triviales.

Démonstration. La présentation de 0 A,, dans [9, I1.3.9] et l'explicitation de la
construction de L,A := L, A montrent que A;(0 A4,) et L,A sont canonique-
ment isomorphes, ce qui montre la premiere assertion puisqu’on a supposé A
cofibrant. On en déduit que pour tout monomorphisme i : K — L de Apf,
A/K —> AL est une cofibration, car 7 est un composé fini d’images directes de
sommes finies d’inclusions du type 0A,, — A,, (cela résulte de la décomposition
des monomorphismes de A wvia les foncteurs squelettes (voir [9, IV.2.1.2]), et
du fait que I’ensemble des simplexes non-dégénérés d’un ensembles simplicial de
présentation finie est fini). Pour conclure, il suffit de reproduire telle quelle la
preuve de [16, proposition 3.6.8]. ]

Proposition 5.4. L’objet cosimplicial A induit un foncteur

A* M — A ,
défini sur les objets par X — (A, —> Homu(A,, X)), lequel est un foncteur de
Quillen a droite et commute aux petites limites projectives. En outre, pour tout

objet fibrant X de M, l’ensemble mgA* X s’identifie canoniquement a l’ensemble
HOI’T]HOM(A(), X)

Démonstration. Si K est un ensemble simplicial de présentation finie, et si X est
un objet de M, on a une bijection naturelle

Hom (A1 K, X) ~ Homz (K, A*X) .

Cette constatation, le lemme 5.3 et le théoreme 3.9 permettent de montrer que
le foncteur A* respecte les fibrations et les fibrations triviales. Il est d’autre part
immédiat que A* commute aux limites projectives, et donc que A* est un foncteur
de Quillen a droite.

Soit X un objet fibrant de M. Comme A* X est un ensemble simplicial fibrant,
deux éléments ug et uy; de (A*X )y = Homp(Ap, X) sont dans la méme compo-
sante connexe si et seulement s'il existe h € (A*X); = Hom (A1, X) tel que
h() = Ug et ]’Ll = Uj. Or

LlA:A()HAO —>A1 —>A0
est un cylindre de Ay, et donc mpA* X est ’ensemble Hom y((Ag, X ), quotienté par

la relation d’homotopie (laquelle ne dépend pas du cylindre choisi). La proposition
2.4 acheve ainsi cette démonstration. O

Proposition 5.5. Soit (M, W, Fib, Cof) une catégorie de modéles, la catégorie
M admettant des petites limites projectives. Pour tout objet X de Ho M, il existe
un Dir-morphisme continu,

RHom(X, . ) :Douw) lpir — HOT |pir
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tel que le triangle suivant commute (a isomorphism@ pres) :

RHom(X

Ho M

Hompo A (X \ /

Démonstration. Soit X un objet de M. On choisit une équivalence faible de
source cofibrante A — pj.X au sens de la structure de catégorie de modeles
de la proposition 4.8, et on obtient en vertu des propositions 5.4 et 4.14, un
Dir-morphisme continu

RA™ : Dovw) |pir — HOT |pyy .

On pose RHom(X, . ) = RA*. Comme X ~ A, dans Ho M, on conclut grace a
la seconde assertion de la proposition 5.4. O

Remarque 5.6. Le morphisme RHom (X, . ) construit ci-dessus ne dépend pas du
choix de 'objet cosimplicial A, dans le sens ou si B — pl. X est une équivalence
faible de source cofibrante, on aura un isomorphisme RA* ~ RB*, ce qu’on peut
montrer en utilisant [16, proposition 5.4.1] et 'axiome Der 2. De maniere plus
conceptuelle, on peut montrer qu'un tel morphisme est défini & isomorphisme
unique pres, en exhibant une propriété universelle adéquate (voir la remarque
6.15).

Corollaire 5.7. Soit (M, W, Fib, Cof) une catégorie de modéles, la catégorie M
admettant des petites limites projectives. Pour tout foncteur HOT -coasphérique
entre catégories directes, u : A — B, le morphisme canonique

Rpg, — Rpy, v’
est un isomorphisme dans Ho M.

Démonstration. Comme HOT est un dérivateur faible & droite (théoreme 3.11),
en vertu du corollaire 1.25, on a un isomorphisme Rpp, ~ Rp,, u* dans HOT.
Soient X un objet de Drqw)(e), et F un objet de Daq,1)(B). On a alors grace
a la proposition 5.5 :

Hompo m (X, Rpp, F) =~ mo RHom(X,Rpp, F)
7o Rpp, RHom(X, F')
7o Rpy, w* RHom(X, F)
~ 7o RHom(X,Rp,, u* F)
~ Hompom (X, Rpy, u* F) .

Le lemme de Yoneda achéve ainsi la démonstration. O

12

12

6. PROLONGEMENT

6.1. Soit M une catégorie de modeles. On note ¢ : My — M linclusion de
la sous-catégorie des objets fibrants de M, laquelle induit une équivalence de
catégories ¢ : HoMy — HoM. On considére un localisateur (M’, V') et une
sous-catégorie pleine M” de M’. On suppose que W’ est stable par “2 sur 3”
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(i.e. vérifie 'axiome CM2). On note j : M” — M’ linclusion, et on définit
un localisateur (M”, W) par W’ = j='W'. On obtient de la sorte un foncteur
j : HoM"” — Ho M’. Pour chaque objet X de M, on choisit une cofibration
triviale de but fibrant uxy : X —— RX. Il existe alors un unique foncteur
R :HoM — HoM; tel que R(X) = RX sur les objets, et tel que les fleches
ux définissent un isomorphisme de foncteurs v : 1lyopq — iR.

Soit D : M — M’ un foncteur tel que D(FibNnW) C W' et DM C M". Si
Dy : My — M" désigne la restriction de D a My, on a donc DWy C W’ (en
vertu de [16, lemme 1.1.12]), et ainsi un foncteur Dy : HoM; — HoM"”. On
définit D = D¢R, et RD = jD, ce qui donne le diagramme commutatif suivant :

Ho M —2+ Ho M/

o S

Ho M 5, HoM”

Le foncteur RD ci-dessus n’est autre que le foncteur dérivé a droite du foncteur
D.

Supposons en outre que le foncteur D admette un adjoint a gauche G : M’ —
M tel que GW' C W. On note encore G : Ho M’ — Ho M le foncteur localisé,
et G : HoM” — Ho M celui induit par la restriction de G & M”. On a alors
un triangle commutatif :

G

Ho M” Ho M
(%) \ /
Ho M’

Soient ¢ : GD — 1y et n @ 1y —> DG les morphismes d’adjonction. Pour
chaque objet X de M, on note ey : G DX — X le morphisme composé

GD(RX)=™Rx XX

et pour chaque objet Y de M”, on définit un morphisme ny Y — DGY par
la composition

Y —" DGY L D(RGY) .
On obtient ainsi deux morphismes de foncteurs
QQ i> 1H0M et 1H0M” i) QQ )

grace au fait que pour toute fleche f : X — Y de M, il existe un carré
commutatif dans M de la forme

X 2 RX

o

Y ——>RY
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Proposition 6.2. Le couple (G, D) est une adjonction pour les morphismes ¢ et
n.

Démonstration. Si X est un objet de M, comme RX est un objet fibrant, et
comme Ugp(rx) est une cofibration triviale, il existe une fleche v : RGD(RX) —
RX telle que vugprx) = €rx dans M. On a alors le diagramme commutatif
suivant dans Ho M".

1prx)

D(RX) Derx

Q(X) = D(RX) — DGD(RX) — D(RX) = Q(X)
DUGD(RX)l

QQ(X) D’l)=D€X

DG D(X)
Si Y est un objet de M’ on a le diagramme commutatif suivant dans Ho M.

lev)

Gny

G(Y) =G(Y)—=GDG(Y) = G(Y) = G(Y)

GDug UGy

GDG(Y)——— RGY

€RGY

Ceci prouve 'assertion. O

Corollaire 6.3. Le foncteur G : HoM' — Ho M est un adjoint a gauche
du foncteur RD : HoM — HoM'. Si en outre pour tout objet Y de M’, le
morphisme Y — DGY — D(RGY) est dans W', alors le foncteur homoto-
pique G : : Ho M’ — Ho M est pleinement fidéle, et le foncteur j : HoM” —
Ho M’ est une équivalence de catégories.

Démonstration. La premiere assertion est une spécialisation de la proposition ci-
dessus. Pour la seconde, on remarque que ’hypothese implique que les foncteurs G
et G sont pleinement fideles, puisque les morphismes d’adjonction 1yopyr — DG
et lnomr — RD G sont des isomorphismes, et que le foncteur j est essentielle-
ment surjectif. Il reste donc a vérifier que j est pleinement fidele, ce qui résulte
immédiatement de la commutativité du triangle (*). O

6.4. Soit A’ la sous-catégorie de A dont les fleches sont les monomorphismes de
A. On a deux inclusions évidentes A’ — A et A — Cat, d’on1 un foncteur
i : A’ — Cat. Le foncteur ¢ permet de définir un foncteur A’/— : Cat — Cat,
A +— A'/A. Si A est une petite catégorie, la catégorie A’/A a pour objets les
couples (4,,,a), ot a : A,, — A est un foncteur (i.e. une suite de m fleches
composables de A), et pour fleches f : (A, a) — (A,,3) les applications
croissantes et injectives f : A,, — A, telles que 8f = a. On définit un foncteur
74 : A'JA — A par T4(A,,, @) = a(m) sur les objets et 7,f = B(f(m) — n)
sur les fleches. On obtient ainsi un morphisme de foncteurs 7 : A'/— — 1¢y.
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Lemme 6.5. Pour toute petite catégorie A, A'/A est une catégorie directe. Le
foncteur A’ /— commute aux sommes et aux produits fibrés, et pour tout foncteur
u : A — B, pour tout objet b de B, le morphisme canonique A'/(A/b) —
(A'/A)/b est un isomorphisme.

La démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 6.6. Soit A une petite catégorie admettant un objet final w. On
forme le carré cartésien suivant dans Cat :

F2-~A'/A
;-
e - A

Alors la catégorie F' est contractile, et pout tout objet & de A'/A, la catégorie
E\F est contractile. En particulier, le foncteur X est HOT-coasphérique.

Démonstration. On définit un foncteur D : A’/JA — A'/A par
D(Am, @) = (A1, Da)
ou
R O
et si f :(Am, @) — (4,,3) est une fleche de A’/A, on pose

f(k) sik<m
n+1l sik=m+1.

Onnote 2 : A’/JA — A’/Ale foncteur constant de valeur (Ag,w). Les inclusions
Ay — A1, k— k, et Ay — A, 0 — m + 1 induisent des morphismes
de foncteurs

lar/a S R
AJAT | T AYA et AJAT ) T AYA.
D D

On remarque ensuite que le foncteur A est pleinement fidele, que (Ap,w) est un
objet de F', et que ImD C F, et on obtient des morphismes de foncteurs par
restriction des précédents

1p Q
T T T T A
F\ﬁ/F et F\%/F

Cela implique que F' est contractile.
Soit & un objet de A’/A. On note Q¢ : E\F — &\ F le foncteur constant de
valeur (D, & — DE), et on définit un foncteur Dy : E\F — £\ F par

De(¢, 6 — () = (D(,§ — DE — D) .
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On a alors deux morphismes de foncteurs

LN e
AFT L aF o &FT | eF,
De De

définis grace au fait que pour toute fleche & — ¢ dans A’/A, on a un carré
commutatif

§— D¢

L

¢ —=D¢
On a ainsi montré que £\ F' est contractile. U

6.7. On considere a présent une catégorie de modeles (M, W, Fib, Cof), la caté-
gorie M admettant des petites limites projectives, et on note D = D) le
prédérivateur associé. Si (M, Wy) désigne le localisateur des objets fibrants de
M, on note Dy = Dp, wy)-

Si A est une catégorie directe on considere M(A) munie de sa structure de
catégorie de modeles de Reedy (voir la proposition 4.8). On sait en outre que
D |ps est un dérivateur faible a gauche (proposition 4.10).

Lemme 6.8. Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories. On suppose
que A est une catégorie directe.

(i) Pour toute fibration (resp. fibration triviale) X — Y de M(A), et pour
tout objet b de B, le morphisme (u.X), — (u.Y)y est une fibration (resp.
une fibration triviale) de M.

(ii) Le foncteur u, : M(A) — M(B) admet un foncteur dérivé a droite
Ru, : D(A) — I(B), lequel est un adjoint a droite du foncteur image
inverse u* : D(B) — D(A).

(iii) Pour tout objet b de B, le morphisme de changement de base b* Ru, —»
Rp. 7%, induit par le 2-diagramme standard

Ap—L 4
pl ﬂ o [u
e B )

b

est un isomorphisme dans D(e).

Démonstration. Soit b € B. Avec les notations de (iii), on a un isomorphisme
canonique b*u, ~ p,j* dans M. Or les foncteurs p, et j* sont des foncteurs de
Quillen a droite en vertu de la proposition 4.8 et du lemme 4.9. Cela montre le
point (i), et on en déduit le point (ii) par le corollaire 6.3.

Pour montrer le point (iii), on remarque que R(p.j*) — Rp.Rj* = Rp, j*
est un isomorphisme par la proposition 2.7 (ii), et que R(b*u,) ~ b*Ru, car le
foncteur b* : M(B) — M respecte les équivalences faibles. L’isomorphisme
b* uy ~ p, 7* induit donc un isomorphisme b* Ru, ~ Rp, j*. O
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Proposition 6.9. Pour toute petite catégorie A, le foncteur
i D(A) — D(A'/A)
est pleinement fidéle et admet un adjoint a droite
Rr,, :D(A'/JA) — D(A).
Le Cat-morphisme Dy — D est une Cat-équivalence.
Démonstration. Soit X un objet de M(A). On se donne une équivalence faible
de but fibrant 75X — Y dans M(A’/A), et on va montrer que le morphisme

induit par adjonction X — 7, .Y est une équivalence faible. Pour chaque objet
a de A, on a le 2-diagramme standard

A'JA)a — A'/A

e A )

a

et un isomorphisme canonique a* 74, =~ p, 7*. On veut donc montrer que la fleche
Xo — pJ*Y est une équivalence faible de M, ou encore qu’elle induit un isomor-
phisme dans Ho M (en vertu de la proposition 2.3). On a en outre I'identification
P« 7Y = Rp, 7* 74X dans HoM (par les lemmes 4.9 et 6.8). Formons le carré
cartésien suivant dans Cat :

F—2~A"/A/a

€ty Ala
Par la proposition 6.6, on sait que F' est une catégorie contractile, et donc -
asphérique, ce qui donne un isomorphisme canonique 1y, — Rg, ¢*, et que
le foncteur A\ est HOT-coasphérique, ce qui implique par le corollaire 5.7 que le
morphisme canonique Rp., — Rg. A* est un isomorphisme. Vu que \*j* 7} =
q* a*, on en déduit les isomorphismes suivants dans Ho M :

Xo~Rq.q" X, ~Rq.q"a*" X ~Rq. X" j" 73X ~Rp,. 7" 7, X .

Le lemme 6.8, (i) permet d’appliquer le corollaire 6.3 pour G = 75 et D = 7,
(la catégorie M ¢(A) jouant le role de M"), ce qui acheve la démonstration. [

Corollaire 6.10. Pour toute petite catégorie A, la catégorie D(A) est localement
petite (autrement-dit, pour toute paire X,Y d’objets de D(A), Hompa)(X,Y) est
un petit ensemble).

Théoreme 6.11. Sous les hypothéses du numéro 6.7, le prédérivateur D est un
dérivateur faible a gauche de domaine Cat.

Démonstration. Soit (A;); une famille de petites catégories. Alors le foncteur
canonique D([[; 4;) — [[,D(A;) est une équivalence de catégories. En effet,



30 DENIS-CHARLES CISINSKI

comme il est évident qu’il est biunivoque sur les objets, il suffit de vérifier qu’il
est pleinement fidele, ce qui se déduit du carré commutatif suivant

D(Hz Ai) Hz D(Ai)

I, w*l lni i,
D(IL; A'/A:) — [, D(A"/A;) )

car les foncteurs (J],74,)* = T[], 4, €t [, 7, sont pleinement fideles (proposi-
tion 6.9), et le foncteur D(][, A’/A;) — [[;D(A’/A;) est une équivalence de
catégories en vertu du lemme 2.8. Etant donné que 'on sait déja que D(@) = e,
cela montre en particulier ’axiome Der 1.

Montrons I'axiome Der 2. Soit A une petite catégorie. Si ¢ est une fleche de
D(A) telle que pour tout objet a de A, ¢, soit un isomorphisme de D(e), alors
pour tout objet & de A’/A, (T4¢)¢ est un isomorphisme, et donc 75¢ est un iso-
morphisme de D(A’/A). Comme le foncteur 7 est pleinement fidéle (proposition
6.9), on en déduit que ¢ est un isomorphisme.

Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories. On a alors le carré
commutatif suivant :

A/

A AL AR

s l lm

A B

On définit un foncteur Ru, : D(A) — D(B) comme le composé

R(A’ /u).

D(A'/A) D(A’/B)
i lRTB* Ru, = Rrg, R(A"/u). 73
D(A) D(B)

La pleine fidelité du foncteur 73 (proposition 6.9) et le lemme 6.8, (ii) montrent
que ce foncteur est un adjoint & droite du foncteur u* : D(B) — D(A), ce qui
montre Der 3g.

Il reste donc a montrer I’axiome Der 4g. Soit v : A — B un foncteur entre
petites catégories, et b un objet de B. On a le 2-diagramme standard associé a

(u, b),
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ainsi que le carré cartésien ci-dessous.

Al

AJAL AT A

TA/b\L lTA

A/b A

J

On retrouve en les composant le 2-diagramme standard associé au couple (u7y,, b).

AA 2T AlA

QL A 8 l"‘“—A

e ; B

En vertu du lemme 6.8, on a un isomorphisme b* R(u7,). ~ Rq, (A’/j)*. Comme
les foncteurs 7} et 7 sp sont pleinement fideles, on obtient les isomorphismes
canoniques ci-dessous, ce qui acheve la démonstration. l

b* Ru, ~ b* Ru, Ry, 74
~ b* R(uta)« 74
~ Rq. (/)" 7
~ Rp« R7yp, (A'/5) 74
~ Rp. RTp s, TapJ”
~ Rp. j* .

Proposition 6.12. Soient (M', W', Fib', Cof’) une catégories de modéles, et F
M — M un foncteur de Quillen & droite. On note ' le prédérivateur associé
au localisateur (M’ W'). Alors Il existe un Cat-morphisme

RF :D-— D,

tel que pour chaque petite catégorie A, le foncteur RF : D(A) — D'(A) soit le
foncteur dérivé a droite du foncteur F' : M(A) — M'(A).

En outre, si M’ admet des petites limites projectives, et si F' commute auz
limites projectives, alors le Cat-morphisme RE est continu.

Démonstration. La restriction de F' a M définit un morphisme de localisateurs
F : (M, Wy) — (M, W'), et donc un Cat-morphisme F' : Dy — D'. D’autre
part, en vertu de la proposition 6.9, on a une Cat-équivalence ¢ : Dy — D. On
choisit un quasi-inverse i~! de 7, et on définit RF par RF = F i’

Supposons qu’en outre M’ admette des petites limites projectives, et que F
commute aux limites projectives, et considérons une petite catégorie A. Alors
le morphisme canonique RF'Rr,, — R7, RF' est un isomorphisme, car pour
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chaque objet a de A, en regard du 2-diagramme standard

A'JAJa A'JA
p[ ﬂ a LTA
e A )

a

on a des isomorphismes a* R7,, ~ Rp, 7% dans Ho M et Ho M’ et comme on sait
que RF|p; est continu (par la proposition 4.14), on obtient des isomorphismes

a*RFRt,, ~RF a"R7y, ~ RFRp, j* ~Rp, ' RF ~a"R7y RF,

ce qui permet de conclure en utilisant Der 2.
Siu : A— B est un foncteur entre petites catégories, on a un carré commu-
tatif dans Cat

AAZE AYB
TAl lm
A B ’
et Ru, = Rz, R(A'/u), 74. On en déduit les identifications suivantes dans D'(B),
RF Ru, = RF Rrg, R(A'/u), 74 ~ Rz, R(A"/u), TARF = Ru, RF,

u

ce qui acheve la démonstration. ]

Remarque 6.13. Si on note encore M le prédérivateur représenté par M, on a un
Cat-morphisme canonique de localisation v : M — D), ainsi que son analogue
vt M — I, et le Cat-morphisme RE défini dans la proposition ci-dessus
peut alors étre vu comme le Cat-morphisme dérivé a droite du Cat-morphisme
F : M — M’ i.e. pour tout Cat-morphisme G : D — D', on a une bijection

canonique
Hom(RF,G) ~ Hom(y' F,G ) .

Les propositions 2.7, (ii) et 6.12 montrent qu’on définit ainsi un 2-pseudo-foncteur
de la 2-catégorie des catégories de modeles admettant des petites limites projec-
tives, avec pour 1-fleches les foncteurs de Quillen a droite, et pour 2-fleches les
morphismes de tels foncteurs, vers celle des dérivateurs faibles a gauche.

Proposition 6.14. Pour tout objet X de Ho M, il existe un Cat-morphisme
continu,

RHom(X, .) : D — HOT ,
tel que le triangle suivant commute (4 isomorphisme pres) :

RHom(X

Ho M

Hompo aq( \ /
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Démonstration. Soit X un objet de M. On choisit une équivalence faible de
source cofibrante A — pj.X au sens de la structure de catégorie de modeles
de la proposition 4.8, et on obtient en vertu des propositions 5.4 et 6.12, un Cat-
morphisme continu RA* : D — HOT. On pose RHom(X, . ) = RA*. Comme
X ~ Ay dans Ho M, on conclut grace a la seconde assertion de la proposition
5.4. O

Remarque heuristique 6.15 (unicité du Hom externe). On rappelle que le foncteur
nerf N : Cat — A est défini par

A+— (A, — Homey (A, A))

et que si on pose W, = N_IW& on peut montrer que le morphisme de lo-
calisateurs induit N : (Cat, Wy) — (A,WA) définit une Cat-équivalence
Dcat, o) — HOT (voir [4]). Dans ce qui suit, on considere le modele de HOT
donné par (Cat,W.). On peut alors montrer que pour toute petite catégorie
A, on a un isomorphisme canonique dans Hot : Lp 4, p%(e) ~ A. En outre, pour
chaque préfaisceau F' sur A a valeur dans Cat, on peut considérer sa catégorie
fibrée associée Kp, et noter o : Krp —> A la projection canonique (qui est
donc une fibration au sens catégorique du terme). On vérifie qu’on a alors un
isomorphisme canonique dans HOT(A) : Loy, pk,.(e) =~ F (voir [4]). Cela permet
de définir pour chaque objet X de D(e) et chaque objet Y de D(A), un foncteur

HOT(A)° — Ens F +—— Hompe) (X, Rpg, 0rY) .
Or pour tout Cat-morphisme R Hom(X, . ) vérifiant les propriétés demandées dans
la proposition ci-dessus, on a les bijections naturelles suivantes :
Homp(e) (X, Rpg,., 05 Y) =~ mo RHom(X,Rpy . 01 Y)
~ Homyet (e, RHom(X, Rpy, 07 Y))
~ Homyei(e, Rpg,,, 0 RHom(X,Y))
~ HomHOT(A)(LaF!p*KF(e), RHom(X,Y))
~ Homuor(a)(F, RHom(X,Y)) .
Cela montre que le foncteur F' — Homp) (X, Rpy, 0%Y), est représenté par
l'objet RHom(X,Y"), et donc que pour chaque objet X de Ho M, le Cat-mor-

phisme continu RHom(X, .) défini dans la proposition ci-dessus est unique a
isomorphisme unique pres.

Corollaire 6.16. Pour tout foncteur HOT-coasphérique entre petites catégories,
u A — B, le morphisme canonique Rpg, — Rp,, u* est un isomorphisme

dans Ho M.

Démonstration. On procede comme pour la preuve du corollaire 5.7 en utilisant
cette fois la proposition 6.14. O

Scholie 6.17. On rappelle qu'une catégorie de modeles est propre a droite si
I'image réciproque de toute équivalence faible par une fibration est une équivalence
faible. Une catégorie de modeles M est propre a gauche si M° est propre a droite,
et elle est propre si elle est propre a droite et a gauche. Par exemple la catégorie
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des ensembles simpliciaux est propre, et si A est un anneau, les deux structures
de catégorie de modeles définies sur la catégorie des complexes de A-modules [16,
théoremes 2.3.11 et 2.3.13| sont propres. La proposition 6.9 implique le résultat
suivant.

Théoreme. Soit M une catégorie de modeles admettant des petites limites pro-
jectives, dont les cofibrations sont exactement les monomorphismes. Si M est
propre a droite, alors pour toute petite catégorie A, M(A) admet une structure
de catégorie de modeéles dont les cofibrations sont les monomorphismes et dont
les équivalences faibles sont les éléments de Wy.

Démonstration. Si A est une petite catégorie, on note Cof 4 la classe des mono-
morphismes de M(A), i.e. des fleches f telles que pour tout a € Ob A, f, € Cof,
et Fiby = r(Cof 4 N Wy). On veut montrer que (M(A), Wy, Fiba, Cof 4) est une
catégorie de modeles, sachant que cela est vérifié lorsque la catégorie d’indice est
directe. Les axiomes CM1, CM2 et CM3 sont immédiats. Comme le foncteur 7}
respecte les cofibrations et les cofibrations triviales, on a les inclusions

TA*FibA//A C Fiby et TA*FibA//A ﬂWA//A C T(COfA) NWy C Fiby N Wy .

D’autre part, comme le foncteur 7,, est un adjoint a droite, il respecte les
monomorphismes, et donc les cofibrations. On en déduit facilement grace a la
pleine fidélité du foncteur 75 : M(A) — M(A'/A) que toute fleche f de
M(A) admet une factorisation en une cofibration ¢ suivie d'un élément p de
r(Cofa) N W4 C Fiby N Wy. Le lemme du rétracte [16, lemme 1.1.9] permet
alors de montrer la partie manquante de CM4. Soit f : X — Y une fleche
de M(A). On va montrer que f admet une factorisation en une cofibration tri-
viale suivie d’une fibration. On choisit une cofibration triviale de but fibrant
k :73Y — Y’ dans M(A'/A), puis une factorisation de k75 f en une cofi-
bration triviale j : 74X — X’ suivie d’une fibration ¢ : X’ — Y. Les
propositions 2.3 et 6.9 impliquent que 7,,j et 7, k sont des équivalences faibles,
et donc que ce sont des cofibrations triviales. D’autre part, 7,, ¢ est une fibration.
On forme le diagramme commutatif suivant dans M (A) (dans lequel on considere
I'isomorphisme canonique 1x4) > 74, 74 comme une égalité).

X TA*j

N

Z——14,X'

f
P cartésien Ta.d

Y ——=1,,Y
Tk

Comme p est I'image réciproque de la fibration 7, g, p € Fiby4, et comme 7 est
un monomorphisme, la propreté a droite de M et le lemme 6.8, (i) impliquent que
1 € Cof 4 N Wy, ce qui prouve I'assertion. On a ainsi montré 'axiome CM5. [
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