LE LOCALISATEUR FONDAMENTAL MINIMAL

DENIS-CHARLES CISINSKI

RESUME. Dans Pursuing stacks [8], Grothendieck dégage la notion de localisa-
teur fondamental : ce sont des classes d’équivalences faibles de la catégorie Cat
des petites catégories ayant de bonnes propriétés de descente. Par exemple les
équivalences faibles usuelles de Cat (induites par le foncteur nerf) forment un
localisateur fondamental, et & toute théorie cohomologique sur Cat (en un sens
adéquat) est canoniquement associé un localisateur fondamental. On démontre
que les équivalences faibles usuelles de Cat forment le plus petit localisateur
fondamental, comme cela a été conjecturé par Grothendieck.
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INTRODUCTION

Cet article forme le deuxieme volet d’une série de trois. Dans le premier [3]
(logiquement indépendant de celui-ci), la notion de dérivateur a été introduite,
et il a été démontré que toute catégorie de modeles au sens de Quillen définit un
tel objet. Les présentes notes sont elles consacrées a différentes caractérisations
algébrico-combinatoires de la théorie de I’homotopie des petites catégories. Le
dernier [4] utilise ces descriptions pour caractériser la théorie de ’homotopie des
CW-complexes par une propriété universelle (en termes de dérivateurs), ce qui
permet de répondre & quelques questions posées par Hovey dans [10].

Le fait que la catégorie Cat des petites catégories modele tous les types d’homo-
topie est bien connu depuis plusieurs décennies (cf. [11, 15]). Un des intéréts de
ce modele se retrouve dans le formalisme de descente tel qu’il est énoncé dans les
théoremes A et B de Quillen [14], directement lié & 'intuition que nous fournit
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la cohomologie des (pré)faisceaux. Dans Pursuing stacks [8], ce sont ces pro-
priétés formelles qui retiennent l'attention de Grothendieck, lorsqu’il cherche a
dégager des conditions suffisantes pour qu’'une catégorie modele les types d’homo-
topie. Il en a dégagé la notion de localisateur fondamental par un petit ensemble
simple d’axiomes : ce sont des parties YW C FlCat telles que la catégorie localisée
W™1Cat se comporte formellement comme la catégorie homotopique classique
Hot des C'W-complexes a homotopie pres. Toute théorie cohomologique définie
sur la catégorie des petites catégories donne lieu un localisateur fondamental (par
exemple la cohomologie & coefficients en A-modules pour un anneau A, ou bien
a coefficients localement constants, a coefficients localement constants profinis,
etc). En particulier, les équivalences faibles usuelles de Cat (i.e. les foncteurs
induisant une équivalence d’homotopie entre les espaces classifiants correspon-
dants) forment un localisateur fondamental, noté ici W,,. La catégorie localisée
W lCat est donc dans ce cas équivalente & celle des CTW-complexes & homotopie
pres. Le but principal de cet article est de prouver I’énoncé ci-dessous (2.2.11).

Conjecture (Grothendieck). Le localisateur fondamental Wy, est le localisateur
fondamental minimal. Autrement dit, Wy est un localisateur fondamental, et tout
localisateur fondamental contient We.

Outre une description algébrico-combinatoire élémentaire de la théorie de 1’ho-
motopie classique, ce résultat est une interprétation consistante de l'intuition
suivante : tout objet de Hot est localement asphérique dans le sens ou il est une
colimite homotopique d’un diagramme formé d’espaces ayant le type d’homoto-
pie du point, et la théorie homotopique des C'W-complexes est universelle pour
cette propriété (ce qui est a rapprocher de “I’hypothese inspiratrice”, laquelle
affirme que la sous-catégorie pleine des endofoncteurs de Hot formée des auto-
équivalences est équivalente a la catégorie finale [8, 28, p. 30]). Le papier [4] se
place dans un cadre permettant de donner un sens précis a cette affirmation, puis
de la démontrer, illustrant de la sorte la force de cette conjecture. D’un point de
vue plus technique, cela signifie aussi que (modulo des questions ensemblistes)
pour tout localisateur fondamental W, la catégorie localisée W~1Cat est une lo-
calisation de Bousfield a gauche de Hot (par exemple au sens de [9]).

Voici un plan grossier de ce texte. Ces notes s’ouvrent sur les propriétés formel-
les résultant des axiomes de Grothendieck, en vue de la démonstration de la
conjecture, les méthodes invoquées étant directement tirées de [8]. Une autre
partie des ingrédients de démonstration comporte des outils simpliciaux clas-
siques, rappelés au paragraphe 2.1 (ot on démontre au passage que Wy, est bien
un localisateur fondamental (2.1.13)). Nous avons par ailleurs dégagé une autre
caractérisation de W,,, non pas en termes de minimalité, mais en tant que loca-
lisateur fondamental satisfaisant a I’énoncé du théoreme B de Quillen (2.3.6).

Le présent travail a été exposé au printemps 2001, dans le cadre du groupe de
travail Algébre et topologie homotopiques, a I'Institut de Mathématiques de Jus-
sieu. Je me dois enfin de remercier Georges Maltsiniotis, pour ses encouragements,
et pour m’avoir initié au “yoga de la Poursuite”.



LE LOCALISATEUR FONDAMENTAL MINIMAL 3

1. L’AXIOMATIQUE DE GROTHENDIECK

1.1. Localisateurs fondamentaux. La théorie des localisateurs fondamentaux
telle qu’elle est exposée ici est entierement due a Grothendieck [8]. Un exposé
plus complet en est donné dans [12].

1.1.1. Soient M une catégorie et YW C FIM un ensemble de fleches de M. On
appellera W-équivalences, ou bien, si cela n’est pas ambigu, équivalence faibles,
les éléments de W.
On dit que W est faiblement saturée si les axiomes suivants sont vérifiés.
FS1 Les identités sont dans W.
FS2 Si deux des trois fleches d’un triangle commutatif sont des équivalences
faibles, il en est de méme de la troisieme.
FS3Sii: X — Y etr:Y — X sont deux fleches de M telles que ri = 1x
et ir € W, alors r est une équivalence faible.

1.1.2. On désigne par Cat la catégorie des petites catégories, et on note e la
catégorie finale (i.e. la catégorie ayant un unique objet et comme seul morphisme
l'identité).

Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories. Si b est un objet de B, on
note A/b la catégorie dont les objets sont les couples (a, f), a étant un objet de
Aet f :u(a) — bun morphisme de B, et dont les fleches a : (a, f) — (d/, f')
sont les morphismes a : a — a' de A satisfaisant I’équation f'u(a) = f. On
définit un foncteur d’oubli évident

Alb— A | (a, f)— a,
et un foncteur
u/b : AJb — B/b (a, f) — (u(a), f) .
On vérifie enfin aussitot que le carré commutatif

Alb——= A

3 L

B/b—~ B

est cartésien dans Cat. Si

A

- B

C
est un triangle commutatif de Cat, pour tout objet ¢ de C, on obtient ainsi
canoniquement un morphisme au-dessus de C'/c

u/c : AJe — BJ/c (a, f) — (u(a), f) .

Pour une partie W de FlCat fixée, on introduit la terminologie suivante. Une
petite catégorie A est asphérique si le morphisme canonique A — e est une
équivalence faible. Un foncteur u : A — B est asphérique si pour tout objet b
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de B, la catégorie A/b est asphérique. Un C-morphisme u : A — B, c’est-a-dire
un morphisme de Cat/C' de la forme

A B
C
est asphérique au-dessus de C' si c’est une équivalence faible localement au-dessus

de C, i.e. si pour tout objet ¢ de C, le foncteur u/c : A/c — B/c est une
équivalence faible.

Définition 1.1.3 (Grothendieck). Un localisateur fondamental est une partie
W C FlCat satisfaisant les axiomes suivants.
LF1 La partie W est faiblement saturée.
LF2 Toute petite catégorie admettant un objet final est asphérique.
LF3 Tout morphisme asphérique au-dessus d'une petite catégorie est une équi-
valence faible.

Remarque 1.1.4. I’axiome LF3 est une version relative de 1’énoncé de [14, théoreme
Al :siu: A — B est un foncteur asphérique, il est a fortiori asphérique au-
dessus de B, et par conséquent est une équivalence faible.

On fize une fois pour toute (dans cette section) un localisateur fondamental W.
Proposition 1.1.5. Les équivalences faibles sont stables par petites sommes.

Démonstration. Soient I un petit ensemble, et u; : A; — B;, ¢ € I, une famille
d’équivalences faibles indexées par I. On obtient le triangle commutatif canonique
suivant dans Cat (I étant vu comme une catégorie discrete).

HzEIZ

zEI zEI

Les identifications (][, o ; 4i)/i ~ A,- permettent de constater que le foncteur
[1; ¢ ; wi est asphérique au-dessus de I, ce qui prouve la proposition. O

Lemme 1.1.6. Si A est une petite catégorie admettant un objet final, alors pour
toute petite catégorie B, la projection A x B — B est asphérique.

Démonstration. Pour tout objet b de B, la catégorie B/b admet (b, 1) comme
objet final, et on a un isomorphisme canonique (A x B)/b ~ A x B/b. Or on
vérifie aussitot que A x B/b admet un objet final et donc est asphérique. 0J

Proposition 1.1.7. Les équivalences faibles sont stables par produits finis.

Démonstration. Soient u : A — B une équivalence faible et C' une petite
catégorie. Pour montrer que le foncteur u X 1o est une équivalence faible (ce
qui implique I’énoncé car les équivalences faibles sont en particulier stables par
composition), il suffit de montrer que c’est un morphisme asphérique au-dessus de
C' (via les projections canoniques sur C'). Or pour tout objet ¢ de C, le morphisme
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(ux 1¢)/c s’identifie au foncteur produit v x 1¢/.. On a donc le carré commutatif
suivant.
’LLXIC/C

AxCle—=Bx(CJc

l l

A B

Or la catégorie C'/c admet (¢, 1.) comme objet final, et donc en vertu du lemme
ci-dessus, les fleches verticales sont des équivalences faibles. L’assertion résulte a
présent directement de I'axiome FS2. O]

1.1.8. Soient A et B sont deux petites catégories, et deux foncteurs u et v de A
vers B. On dit que u est homotope a v s’il existe un morphisme de foncteurs de
u vers v, ou de maniere équivalente s’il existe un foncteur h : A x A; — B (4,
désignant la catégorie associée a '’ensemble ordonné {0 < 1}) tel que h|axfoy ~ u
et hl Ax{1} =~ v. En utilisant la proposition ci-dessus et le fait que la catégorie A,
admet 1 comme objet final, I’énoncé suivant devient un exercice facile.

Proposition 1.1.9. Tout foncteur homotope a une équivalence faible est une
équivalence faible.

Corollaire 1.1.10. Tout foncteur admettant un adjoint a gauche ou a droite
est une équivalence faible. En particulier, toute équivalence de catégories est une
équivalence faible.

Corollaire 1.1.11. Toute petite catégorie admettant un objet initial est asphé-
rique.

1.1.12. L’énoncé 1.1.7 peut étre considéré comme un cas particulier d’une situa-
tion plus générale faisant intervenir la notion de catégorie (co-)fibrée. On dira
qu'un foncteur X — Y est une fibration (resp. une cofibration) s’il fait de X
une catégorie fibrée (resp. cofibrée) sur Y. Nous renvoyons le lecteur par exemple
a [7, exposé VI] pour ces notions. Les seules propriétés que nous utiliserons sont
les suivantes :
- Un foncteur p : X — Y est une cofibration si et seulement si le foncteur
p°: X° — Y° est une fibration (X° désignant la catégorie opposée a X).
- Les cofibrations sont stables par composition et par images réciproques.
- Sip: X — Y est une cofibration, alors pour tout objet y de Y, le foncteur
canonique (X, désignant la fibre de p au-dessus de y)

X, — X/y , z+— (z,1,)
admet un adjoint a gauche.

Proposition 1.1.13. Soient S une petite catégorie et u : X — Y un S-
morphisme. On suppose que X et'Y sont des catégories cofibrées sur S et que
pour tout objet s de S, le foncteur induit entre les fibres Xy — Yy est une équi-
valence faible. Alors le morphisme u est asphérique au-dessus de S (et donc en
particulier une équivalence faible).
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Démonstration. Pour chaque objet s de S on a le carré commutatif suivant.
X —Y;
X/s—=Y/s

Or les fleches verticales admettent toutes deux des adjoints a gauche et sont donc
des équivalences faibles (1.1.10). On en déduit immédiatement 1’assertion. O

1.2. Intégration des catégories.

1.2.1. Soit I une petite catégorie, et soit
F 1 — Cat

un foncteur. Si i est un objet de I, on notera F'(i) ou encore F; la fibre de F' en
i, i.e. Pévaluation de F en i. On lui associe une catégorie cofibrée [F au-dessus
de I, appelée la construction de Grothendieck associée a F', ou encore de maniere
plus concise, l'intégrale de F, comme suit. La catégorie [F a pour objets les
couples (i,a), ol ¢ est un objet de I, et a un objet de F (7). Une fleche

(i,a) — (i, a")

est un couple (k, f), ou k : i —> ¢’ est une fleche de I, et f : F(k)(a) — o’ une
fleche de F'(i'). Si

(ka f) : (iacL) — (ilaa/) et (kla f/) : (i/aa/) — (i/laa”)
sont deux fleches de [F, le morphisme composé
(K, f) ok, f): (i,a) — (i",a")

est défini par la formule
(K f) o (k, f) = (K'k, f" o F(K')(f))

F(Kk)(a) = F(K)F(k)(a) —— F(K)(a') £ o”
Enfin, si (i,a) est un objet de [F, l'identité de (i,a) est définie par la formule
L(i,a) = (1;, 14). Le foncteur structural

Op : [F— 1T

(lequel est donc une cofibration) est simplement la projection (i,a) — i. Si v :
F — F’ est un morphisme de foncteurs, on obtient un I-foncteur (cocartésien)

Ja : [F— [F'
défini par [a(i,a) = (i,i(a)). On obtient de la sorte un foncteur défini sur la
catégorie des foncteurs de I a valeurs dans Cat vers la catégorie des I-catégories

(/,0) : Hom(I,Cat) — Cat/I .
En oubliant le morphisme structural vers I, on a ainsi un foncteur

[ :Hom(I,Cat) —> Cat .
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Soit v : J — I un foncteur entre petites catégories. Ce dernier induit un
foncteur image inverse

u* : Hom(I,Cat) — Hom(J,Cat) F+—Fou.

On vérifie aussitot que pour tout foncteur F' de [ vers Cat, on a un carré cartésien
canonique

fu*F—>fF

eu*Fl leF

J——1

dans lequel le foncteur [u*F — [F est défini par la formule (j, a) — (u(j), a).
En particulier, pour tout objet ¢ de I et tout foncteur F' de I vers Cat, on a un
carré cartésien canonique

— - [F

F;
|
eI

Exemple 1.2.2. Si A et B sont deux petites catégories, et si B désigne aussi le
foncteur constant sur A de valeur B, alors [B = A x B.

1.2.3. Soit I une petite catégorie. On note W! I'ensemble des équivalences faibles
étagées sur I, i.e. des morphismes F' — G de Hom(I,Cat) tels que pour tout
objet 7 de I, le foncteur F; — G; soient des équivalences faibles.

Proposition 1.2.4. Pour toute petite catégorie I, le foncteur d’intégration
[ :Hom(Z,Cat) — Cat
envoie les équivalences faibles étagées sur des équivalences faibles.

Démonstration. Cela résulte immédiatement de la proposition 1.1.13 et du fait
que pour tout foncteur F de I vers Cat, les fibres de [ F au-dessus de I s’identifient
canoniquement aux fibres de F. O

1.2.5. Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories. On lui associe Un
foncteur

Y(u) : B°x A— Cat (b,a) — Homp (b, u(a)) ,

les ensembles Hompg (b, u(a)) étant vus comme des catégories discretes. On obtient
ainsi une catégorie cofibrée S(u) = [Z(u) sur B° x A. Plus explicitement, la
catégorie S(u) a pour objets les triplets (a, b, f), ou a est un objet de A, b un objet
de B, et f : b — u(a) une fleche de B, et pour fleches (a,b, f) — (a’,V/, f') les
couples (g, h), oit g : @ — a’ est une fleche de A, et h : b — b une fleche de B,
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tels que le carré suivant commute dans B.

En composant la cofibration canonique HE(U) avec chacune des projections (ces
derniéres étant des cofibrations), on obtient deux cofibrations canoniques

B° <2 S(u) 5 A

telles que Hz(u) = (Su, ty). Cette construction est bien entendu fonctorielle en wu,
en un sens que nous laissons au lecteur le soin de préciser s’il en est besoin. Une
premiere utilisation de cette construction vient immédiatement.

Proposition 1.2.6. Pour qu’un foncteur u : A — B entre petites catégories
soit une équivalence faible, il faut et il suffit que le foncteur u° : A° — B° entre
les catégories opposées en soit une.

Démonstration. Supposons que u soit une équivalence faible. Par fonctorialité,
on a le diagramme commutatif suivant dans Cat.

S1 t1
A° -4 S(lA) A A

B° T S(1g) —>t1B B

Le foncteur ¢, est une cofibration, et pour tout objet a de A, la fibre de ¢, au-
dessus de a est S(14)q >~ (A/a)°. En particulier, elle admet un objet initial et donc
est asphérique (1.1.11). En vertu de la proposition 1.1.13, le foncteur ¢, , est donc
une équivalence faible. De méme, le foncteur s;, est une cofibration, et pour tout
objet a de A°, la fibre S(14), s’identifie a la catégorie A/a, laquelle admet un objet
final et donc est asphérique. Une nouvelle application de la proposition 1.1.13
implique donc que s;, est une équivalence faible. Ces constatations permettent
de conclure facilement. O

1.2.7. La proposition ci-dessus permet de dualiser les énoncés concernant ’asphéricité.
Plus précisément, si v : A — B est un foncteur entre petites catégories, et si b
est un objet de B, on note b\ A = (A°/b)° la catégorie des objets de A sous b.

Si C' est une petite catégorie, et u : A — B un C-morphisme, on dira que u
est coasphérique au-dessus de C' si pour tout objet ¢ de C, le foncteur induit

c\u :c\A — c\B

est une équivalence faible (dans le cas on C' = B et ou le morphisme structu-
ral de B vers B est l'identité, on dira alors simplement que u est coasphérique).
La proposition précédente et I’axiome LF3 impliquent aussitot que tout foncteur
coasphérique au-dessus de C' est une équivalence faible.
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L’autre conséquence immédiate concerne les propriétés homotopiques des fi-
brations : si S est une petite catégorie, tout S-morphisme entre catégories fibrées
sur S induisant des équivalences faibles entre les fibres au-dessus de chaque objet
de S est une équivalence faible (il s’agit de I’énoncé dual de la proposition 1.1.13).

1.3. Préfaisceaux intégrés.

1.3.1. Soit A une petite catégorie. Si F' est préfaisceau en petites catégories sur
A, on lui associe une catégorie fibrée VF' sur A en posant

VE = ([F°)",

la fibration structurale ¢ : VF — A étant le foncteur (65.)° (cf. 1.2.1).

Considérons a présent deux petites catégories A et B, ainsi qu’un foncteur F
défini sur A° x B a valeur dans Cat. En (co-)intégrant terme a terme, on obtient
deux foncteurs

JF :A°—Cat et VF :B—Cat .

Si A et B désignent aussi les foncteurs constants correspondants, on obtient de
la sorte deux morphismes de foncteurs

0p : [F— B et ( :VF—A.

On vérifie aussitot que l'isomorphisme d’échange A x B ~ B x A induit un
isomorphisme canonique au-dessus de A X B entre V [F et [VF.

V[F ~ [VF
(1.3.1.1) WF\A 4

Ax B

1.3.2. Soit A une petite catégorie. Pour chaque préfaisceau X sur A, on note
A/ X la catégorie dont les objets sont les couples (a, x), ou a est un objet de A, et
x :a — X une section de X au-dessus de a (i.e. en vertu du lemme de Yoneda,
un élément de 'ensemble X, ), et dont les fleches (a, x) — (a’, 2’) sont les fleches
f :a— d de A telles que 2’ f = z. De maniere plus concise, on peut voir X
comme un préfaisceau en catégories discretes, et A/X comme la catégorie fibrée
associée 1i.e.

A/X = ([X°) = ([X)
(la seconde identification étant due au fait que si E est une catégorie discrete,

E° = E). On obtient de la sorte un foncteur de la catégorie des préfaisceaux
(d’ensembles) sur A vers celle des petites catégories

iy : A—Cat Xr— A/X .
1.3.3. Soit A la catégorie des simplexes, i.e. dont les objets sont les ensembles
A, ={0,...,n} n>0,

munis de I'ordre naturel, et dont les fleches sont les applications croissantes. On
rappelle qu'un ensemble simplicial est un préfaisceau sur A. L’inclusion pleine



10 DENIS-CHARLES CISINSKI

canonique ¢ : A — Cat induit un foncteur pleinement fidele et admettant un
adjoint a gauche, le foncteur nerf

N :Cat — A
qui associe a chaque petite catégorie C' I’ensemble simplicial N C', défini par
A, — (NC),, = Hom¢, (A, C) .

1.3.4. Soit A une petite catégorie. On notera parfois par abus A/A au lieu de
A/NA. On définit un foncteur (naturel en A)

a, :A/JA=A/NA— A

par a,(Ap,u @ A, — A) = u(n) sur les objets, et associant a chaque fleche
f 1 (Am,u) — (A, v) le morphisme a,(f) = v(f(m) <n):u(m) — v(n).

Lemme 1.3.5. Pour toute petite catégorie A, le foncteur composé
Ala, Cat ~ A
commute auz petites limites inductives et aux produits fibrés.
Démonstration. Le foncteur o4 défini ci-dessus induit un foncteur image inverse
a’y :A\—>A7N\A2£/NA.

Il est immédiat que ce dernier commute aux petites limites inductives et pro-
jectives. Le foncteur d’oubli & de A/ N A vers A commutant aux petites limites
inductives et aux produits fibrés, il en est donc de méme du foncteur composé

~ o -~ u -~

A—5A/NA = A.
Or on vérifie que le foncteur N i, est canoniquement isomorphe au foncteur com-
posé Ua’y (exercice laissé au lecteur). O

Lemme 1.3.6. Le foncteur i, : A — Cat commute auz petites limites induc-
tives et aux produits fibrés. En outre, il admet pour adjoint a droite le foncteur

iy :Cat — A
qui a toute petite catégorie C' associe le préfaisceau a — Homeq(A/a, C).

Démonstration. Cela résulte aussitot du lemme précédent et du fait que le fonc-
teur nerf est pleinement fidele. O

1.3.7. Soient I une petite catégorie et F' un foncteur défini sur I a valeur dans
Cat. Pour chaque objet ¢ de I, on désigne par

g  Fy—> hﬂF
le morphisme canonique. Cela permet de définir le morphisme naturel en F
Kp : [F— hAF

par Kp(i,a) = ¢;(a).
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Lemme 1.3.8. Soient A et I deux petites catégories, et F un foncteur défini sur
I & valeurs dans A. Le morphisme
K; r : i F HhﬂiAF:iAHgF
est une fibration. En outre, c’est une équivalence faible si l'une des conditions
suivantes est vérifiée.
(a) I est l’ensemble ordonné {1 > 0 < 2}, et la fleche Fy — Fy est un
monomorphisme;

(b) I est un ensemble bien ordonné, et pour tous i < i’ dans I, la fleche F; —
F; est un monomorphisme.

Démonstration. Pour montrer la premiere assertion, quitte a remplacer A par
A/ liﬂF, on peut supposer que hﬂF est le préfaisceau final sur A. D’autre part,
on peut considérer les préfaisceaux d’ensembles sur A comme des préfaisceaux en
catégories discretes. Or avec cette convention, [i,F s'identifie & [VF ~ V [F,
et le foncteur K; p a la fibration structurale V JF — A.

Pour montrer la seconde assertion, il suffit de montrer le cas particulier ou
A = e est la catégorie ponctuelle, i.e. ou F est un foncteur en catégories discretes
(cela résulte de (1.3.1.1) et de l’assertion duale de la proposition 1.2.4 qui assure
que le foncteur V envoie les équivalences faibles étagées sur des équivalences
faibles). En outre, en vertu de I’énoncé dual de la proposition 1.1.13, il suffit de
montrer que les fibres du foncteur K, sont asphériques.

Dans le cas (a), si z est un élément de lim F', on distingue deux situations. Si z

n’est pas dans l'image de Fy — lﬂF , alors ([ F), est l'intégrale du diagramme

J—0O g——e
l ou du diagramme l
e 1%}

et donc est la catégorie ponctuelle (en particulier asphérique). Si x est dans
Vimage de Fy — lim F', alors 'application (Fp), — (F1), est bijective (puisque
Fy — F) est une injection), et (Fy), est la catégorie ponctuelle. La fibre ([ F),
est isomorphe a la catégorie C, intégrale du diagramme

(Fp), —e€

l

(Fl)x

Or si C' désigne l'intégrale du diagramme (Fp), — e (indexé par A;), on a
une inclusion pleine évidente C' — C', laquelle admet un adjoint a gauche (on
identifie (Fp), et (F1)z)

/ . . a,i) sit=0,2,
r.:C—0C (a,z)>—>r(a,z):{ga0)> Gio1

En vertu de 1.1.10, il suffit prsent de montrer que C’ est asphrique. On vérifie
aussitot que la catégorie C’ admet un objet final (c’est en fait le cone de (Fp),,
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i.e. la catégorie (Fp), a laquelle on a ajouté formellement un objet final), ce qui
implique que aussitt l'assertion.

Dans le cas (b), si « est un élément de th , comme les morphismes F; —
liﬂF sont des injections, on a pour tout ¢ € I, (F};), = @ ou bien (F;), = e. On
pose

I ={iel|(F).# 2}
I, est un sous-ensemble ordonné non vide de I, et comme [ est bien ordonné,
il admet un élément initial. En vertu du corollaire 1.1.11, la catégorie I, est
donc asphérique. Or la catégorie ( [ F), s’identifie canoniquement & l'intégrale du

foncteur constant sur I, de valeur la catégorie ponctuelle, c’est-a-dire a I, ce qui
acheve la démonstration. O

1.3.9. Si A est une petite catégorie, on dit qu'un morphisme de préfaisceaux
sur A est une équivalence faible si son image dans Cat par le foncteur i, est
une équivalence faible. Un morphisme de préfaisceaux sur A est une cofibration
triviale si c’est a la fois une équivalence faible et un monomorphisme.

Théoréme 1.3.10 (Grothendieck). Soit A une petite catégorie. Les cofibrations
triviales de A sont stables par images directes et par compositions transfinies. Au-
trement dit, si Z <2— X Loy estun diagramme de Aetsi g est une cofibration
triviale, alors le morphisme canonique Z — Z 1l x Y est une cofibration triviale,
et st I est un ensemble bien ordonné, F' : I — A un foncteur tel que pour
tous ¢ < j dans I, le morphisme F; — F} soit une cofibration triviale, alors le
morphisme Fy — hﬂF est une cofibration triviale (0 désignant I’élément initial

de I).

Démonstration. Si I est une petite catégorie telle que pour tout foncteur F
I — A vérifiant une certaine propriété P, le morphisme canonique [i,F —
i Al'ﬂF soit une équivalence faible, alors il résulte de la proposition 1.2.4 que les

équivalences faibles de A sont stables par limites inductives de foncteurs vérifiant
ladite propriété P et indexées par I. Il résulte donc du lemme 1.3.8 que pour tout
diagramme commutatif de A de la forme

[e %1 g
Xi<=—Xo——X;

|

YlﬁlYOﬁzYQ ’

dans lequel a4 et B; sont des monomorphismes, et fy, fi, fo sont des équivalences
faibles, la fleche canonique X;Ilx, Xo — Y7 Iy, Y5 est une équivalence faible. On
en déduit aussitot que les cofibrations triviales sont stables par images directes.
On procede de maniere analogue pour le cas des compositions transfinies. O

2. CARACTERISATIONS DE LA CLASSE DES 00-EQUIVALENCES

2.1. Le localisateur fondamental W,.
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2.1.1. Pour n > 1 et 0 < ¢ < m, on note &', : A,.; — A, l'unique injection
croissante qui ne prend pas la valeur ¢. Pour n > 0, on définit un sous-préfaisceau
0A, de A, :
04, = |J Imd},
0 <i<n

On note i, : 0 A, — A, 'inclusion, et on définit I = {3, | n > 0}.

Pour n > 0 et e = 0,1, on a un carré cartésien d’ensembles simpliciaux, dont
toutes les fleches sont des monomorphismes :

n>1, e 0A;=0.

1—e
13 An ><51

oA, 0A, x Ay

znl linxlAl

An 1 An X Al
1An><6175

On écrit A, x {e} U A, x Ay = A, g, 0A, X Ay, et on note
Jne 1 Apx{efUodA, x A — A, x 4y

la fleche induite par le carré commutatif ci-dessus. Les fleches j,, . sont des mo-
nomorphismes, et on définit J = {j,. | n >0, e =0,1}.

On renvoie a [13, chapitre I, paragraphe 5] pour les propriétés de relevement a
droite ou a gauche. On rappelle qu’une fibration de Kan est un morphisme d’en-
sembles simpliciaux qui vérifie la propriété de relevement a droite relativement a
J. On note WE la classe des morphismes de A de la forme f = pi, ou ¢ vérifie
la propriété de relevement a gauche relativement aux fibrations de Kan, et p la
propriété de relevement a droite relativement a I.

Théoréme 2.1.2 (Quillen). La catégorie A des ensembles simpliciaus admet
une structure de catégorie de modéles fermée dont les équivalences faibles sont
les éléments de W5, les fibrations sont les fibrations de Kan, et les cofibrations
sont les monomorphismes.

Démonstration. Voir [13, chapitre II, paragraphe 3, théoreme 3]. O

2.1.3. On note A, (resp. A_) la sous-catégorie de A formée des monomorphismes
(resp. des épimorphismes) de A. Ceci définit une structure de Reedy sur A au sens
de [10, définition 5.2.1], ce qui va nous permettre d’étudier 1’algebre homotopique
des ensembles bisimpliciaux, i.e. des préfaisceaux sur la catégorie produit A x A
(voir aussi [2]).

On se fixe un entier positif n, et on note n* : A — Ens le foncteur d’évaluation
en 4,,. On va définir deux foncteurs L,, : A — Ens et M, - A — Ens comme
suit. On considere A, comme un objet de A_ (resp. de A, ), et on note d_ A,
(resp. 04 A,) la sous-catégorie pleine de A,\A_ (resp. de A, /A,) définie par

(resp. Ob(9; A,) = Ob(A,/A,) — {(An,14,)} ).
On note A\, :0_A, — A (resp. pu, : 0+ A, — A) le foncteur composé
0_A, — ANA_ — A (resp. 01 A, — AL /A, — A).
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Enfin, si X est un ensemble simplicial, on pose
L,X :liﬂ/\:‘lX et M,X :@MZX .
On remarque que ces foncteurs peuvent étre décrits beaucoup plus simplement :
L,X = n*Sk" ' X = (Sk™ ' X), (ot SkK" ' X désigne le n — 1-eme squelette de X
6, chapitre II, paragraphe 3]), et M, X = Homz(0 A,, X).
Les foncteurs 0_ A,, — A, \A et 4 A, — A/A,, induisent des morphismes
de foncteurs L,, — n* et n* — M,,. On vérifie que le premier est 'image par

le foncteur n* de l'inclusion canonique Sk™ ! — 1 x et que le second est induit
par l'inclusion 0 4, — A,,.

Lemme 2.1.4. Soit u: K — K’ un morphisme d’ensembles simpliciauz. Pour
chaque n > 0, on a un carré commutatif

L,K — K

L,K' — K’

qui induit une application v, : L,K'll; x K — K'. Pour que u soit un mono-
morphisme, il faut et il suffit que les applications v,, soient injectives pour tous
n > 0.

Démonstration. Cela résulte facilement de [6, chapitre II, paragraphe 3.4]. 0J

Théoreme 2.1.5. La catégorie A XA des ensembles bisimpliciaur admet une
structure de catégorie de modéles fermée dont les cofibrations sont les mono-
morphismes et dont les équialences faibles sont les morphismes X — Y tels
que pour tout m > 0, la fleche X,, o — Yy, o soit une équivalence faible d’en-
sembles simpliciauz. Si on note pour m > 0, M, AxA — Ale foncteur
X — (4, — M, X.,), et m* : AXA — A le foncteur X — X, ., on a
un morphisme canonique m* — M, (induit par son analogue décrit au numéro
2.1.3). Les fibrations de A X A sont les morphismes X — Y tels que pour tous
m > 0, le morphisme d’ensembles simpliciauz
KXo — Yoo Xas,,y M X
soit une fibration de Kan.

Démonstration. Cela résulte de [10, théoreme 5.2.5], du lemme 2.1.4, et des des-
criptions des foncteurs L,, et M,, du numéro 2.1.3. O

2.1.6. On note 6 : A — A x A le foncteur diagonal. Il induit un foncteur

5 AXA—A X (Ay— Xn)
lequel admet un adjoint a droite
6 A AXA | X ((Ap, Ay) — Homz (A x Ay, X))

Proposition 2.1.7. Soit X — Y un morphisme d’ensembles bisimpliciaux tel
que pour tout m > 0, le morphisme d’ensembles simpliciaur X,,s — Y, o S0t
une équivalence faible. Alors 6*X — 0*Y est une équivalence faible.
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Démonstration. On veut montrer que le foncteur 6* respecte les équivalences
faibles au sens des théoremes 2.1.2 et 2.1.5. Vu que tous les ensembles bisimp-
liciaux sont cofibrants pour ladite structure de catégorie de modeles fermée, le
lemme de Ken Brown [10, lemme 1.1.12] montre qu'il suffit de vérifier que 6* res-
pecte les cofibrations triviales, ou encore, de maniere équivalente, que d, respecte
les fibrations. Soit p : X — Y un morphisme d’ensembles simpliciaux. Pour
m > 0, la fleche (0.X)m.e — (0xY )im.e Xas,,6.y Mmd.X s’identifie au morphisme
suivant (2.1.3)

HoJ(AmaX) — M(Amay) ><Ho_m((?Am,Y) M(a AmaX) )

Hom désignant le Hom interne de A. Par conséquent, si p est une fibration de
Kan, d,p est une fibration (en vertu de [6, chapitre VI, paragraphe 4.3] et de la
description des fibrations du théoreme 2.1.5). U

2.1.8. Soit C' une petite catégorie. On rappelle la construction du foncteur de
Bousfield-Kan [1]

II, :Hom(C,A) —» AXA.
On a un foncteur oo : A/C° — C° (1.3.4), ce qui induit un foncteur image

inverse

-~ a0 X1a)* _—

Hom(C, A) ~2e®a) A 7ee X A |

Sip:AxA — A désigne la premiere projection, on a un isomorphisme ca-

nonique de catégories A/C° x A ~ AxA /p* N C°. Le foncteur II, est obtenu
comme de composé du foncteur (oo X 1a)* et du foncteur d’oubli de la catégorie

A/X\A/ p* N C° dans A x A. Plus explicitement, si F' est un foncteur défini sur
C et a valeurs dans A, pour m > 0, on a

LF)me= J] Flm)= J[ Flen).
A, —s 0o Cm— - —C0
En composant II, avec le foncteur §* (2.1.6), on obtient le foncteur

holim = holim = §*II, : Hom(C,A) — A .
C

Soit ¢ : A x A — A la seconde projection. Si F' est un foncteur sur C' a
valeurs dans la catégorie des ensembles simpliciaux, les morphismes canoniques
F(c) — th , ¢ € Ob(C, induisent pour chaque m > 0 un morphisme

(ILF) e — lim F = (" lim )0 |
d’ott un morphisme I, F' — q*liﬂF . On vérifie que cela détermine un mor-

phisme de foncteurs II, — ¢*lim, ou lim : Hom(C, A) — A désigne le fonc-
teur limite inductive. Comme 6*¢* = (¢0)* = 13, on en déduit un morphisme de

foncteurs holim — lim.

Proposition 2.1.9 (Bousfield-Kan). Soit F —s G un morphisme de Hom(C, A)
tel que pour tout objet ¢ de C, F(c) — G(c) soit une équivalence faible. Alors
holi@/ F— holig/ G est une équivalence faible.
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Démonstration. Pour chaque objet ¢ de C', le morphisme
IT Few— JI Glew)
Cm—>——>C0 Cm—> " ——C0

est une somme d’équivalences faibles et donc est une équivalence faible. L’asser-
tion est par conséquent une application directe de la proposition 2.1.7. O

2.1.10. Soit C une petite catégorie. On désigne par
Oc¢ :Cat/C — Hom(C,Cat)

le foncteur (A — C) — (c — A/c). Le foncteur nerf induit un foncteur
encore noté N

N : Hom(C,Cat) —s Hom(C, A) .
On en déduit un foncteur composé holim N©¢ : Cat /C — A
holim

Cat/C' —2S5 Hom(C, Cat) -5 Hom(C,A) ——25 A

et un morphisme de foncteurs holi@/ NOc — l'ﬂN O¢. D’autre part, on a un
morphisme de foncteurs ligN — Nliﬂ, et les limites inductives étant univer-
selles dans Cat, on vérifie facilement que si Ug : Cat/C' — Cat est le foncteur
d’oubli, on a un isomorphisme canonique liﬂ@c ~ Ug. On en déduit un mor-
phisme de foncteurs

Lemme 2.1.11 (Quillen). Pour tout objet (A,«) de Cat/C (A étant une petite
catégorie et a : A — C un foncteur), le morphisme

holim N©¢ (A4, a) — NUc(A,0) =NA
est une équivalence faible.

Démonstration. Le morphisme holig N O¢c(A, @) — N A est 'image par le fonc-
teur §* du morphisme IT, NO¢(A, o) — ¢* N A défini pour m > 0 par les fleches

(IL.NOc(A a))me= [ NA/ew — NA=(¢"NA),.,
Cm——C0
induites par les foncteurs d’oubli A/c — A, ¢ € ObC (voir 2.1.8). Or on vérifie
que pour tout n > 0, le morphisme (II. NO¢(A,a))en, — (¢* N A)o, est une
équivalence faible. Pour le voir, on remarque qu’il s’identife au morphisme

[ ~Ncoja@)— JI 4,
ag—>—an ag—>-—an

somme des fleches N(C°/a(a)) — Ay, a € Ob A. Les catégorie de la forme
C°/a(a) admettant toutes un objet final, leurs nerfs sont des ensembles simpli-
ciaux contractiles. Le lemme résulte a présent de la proposition 2.1.7. 0

2.1.12. On dit qu'une fleche de Cat est une co-équivalence si son image dans A
par le foncteur nerf est une équivalence faible. On note W,, = N™* W&‘

Théoreme 2.1.13. Les co-équivalences forment un localisateur fondamental.
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Démonstration. La vérification des axiomes LF1 et LF2 est un exercice facile
laissé au lecteur. Nous allons démontrer 'axiome LF3. Soit

A - B
C
un foncteur au-dessus d’une petite catégorie C' tel que pour tout objet ¢ de C,

le foncteur induit A/c — B/c soit une oco-équivalence. On a alors un carré
commutatif

holim N ©¢(A4, @) —= N 4

holig/ N@C(u)l jNu
holim NO¢(B, 8) —= N B

dont les deux fleches horizontales sont des équivalences faibles (2.1.11), et il résulte
de la proposition 2.1.9 appliquée au morphisme N O¢(u) que holig NO¢(u) est
aussi une équivalence faible. On en déduit aussitot que u est une oo-équiva-
lence. 0

2.1.14. Si X est un ensemble simplicial, on lui associe le foncteur suivant.
ox AJX — A | (Anu:d, — X)— A,

Il est bien connu que le morphisme li_rn}go x — X induit par les fleches u : A, —

X est un isomorphisme. D’autre part, les foncteurs oy : A/A, — A, (1.3.4)
définissent un morphisme de foncteurs sur A, et donc on obtient un morphisme

ImNiypx — limpx .
En vertu de 1.3.5, cela définit un morphisme ay : NA/X — X. Explicitement,
le morphisme ay associe a un m-simplexe

Ay 5 A,y 25 My A By X

de NA/X le m-simplexe uv : A,, — X de X, ouv: A4,, — A, est I'applica-
tion

k— U - Upg1 () -

On vérifie qu'on a ainsi défini un morphisme de foncteurs
a :Niy — 13 .

Lemme 2.1.15 (Quillen). Pour tout ensemble simplicial X, le morphisme oy
est une équivalence faible.

Démonstration. On a un carré commutatif (2.1.8)

holim Niypx —~ NA/X

| |

holig{ ©x X
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En vertu de 2.1.9 le morphisme

holig Nirpx — holig Ox
est une équivalence faible (les morphismes N A/A,, — A,, sont des équivalences
faibles, puisque les catégories de la forme A/A, admettent un objet final et sont
donc contractiles). On remarque qu’avec les notations de 2.1.10, on a l'identifica-
tion

Nijpy = NOaA/x(A/X, 1a/x)
et donc il résulte du lemme 2.1.11 que que le morphisme
holim Niypy — ImNiypx ~ A/X
est une équivalence faible. Il suffit ainsi de montrer que le morphisme
holim ¢y — X

est une équivalence faible. Or c’est I'image par le foncteur 6* du morphisme
d’ensembles bisimpliciaux

oy — ¢ X ~q¢ limpx .

Or pour n > 0, la fleche (I, px)ern, — (¢*X)sn est une équivalence faible. En
effet, elle se décrit comme le morphisme

[T ~Nea/x)/(anw) — I 4,
Ap—X An—>X
somme des équivalences d’homotopie N((A/X)°/(A,,u)) — Ay. La proposition

2.1.7 acheve ainsi la démonstration. O

Théoréme 2.1.16 (Quillen). On a [’égalité W5 = ix'Wao. En outre, le foncteur
nerf N et le foncteur i, induisent deuzr équivalences de catégories quasi-inverses
l'une de lautre

N :Wi'Cat == WA et iy : WI'A == W Cat .
Démonstration. La premiere assertion résulte aussitot du lemme précédent. Ce
dernier donne par ailleurs un morphisme 7, N — 1¢, qui se révele étre une

équivalence faible (grace a la pleine fidélité du foncteur nerf). Le foncteur i,
induit ainsi un quasi-inverse de N. O]

2.2. Critére de minimalité.
2.2.1. On fize pour le moment un localisateur fondamental V.

Lemme 2.2.2. Soit A une petite catégorie admettant un objet final w. Alors la
catégorie AJA est asphérique.

Démonstration. On définit un foncteur D : A/JA — A/A par
D(Am,0) = (A1, Da)

ou

alk) sik<m

w sik=m+1,

Da(k) = {
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et si f : (An,a) — (A, 3) est une fleche de A/A, on pose

f(k) sik<m
n+1 sik=m++1.

On note Q : A/JA — A/A le foncteur constant de valeur (Ao, w). Les inclusions
Ay — Apir, E— ket Ay — A, 0 — m + 1 induisent des morphismes
de foncteurs

1a/a Q
AJA \&/7 AJA et AJA \L A/A .
D D
Ceci montre bien que A/A est une catégorie contractile. O

Proposition 2.2.3 (Grothendieck). Pour toute petite catégorie A, le foncteur
a, AJA — A est asphérique (et donc en particulier une équivalence faible).

Démonstration. Soit a un objet de A. On vérifie que les catégories A/(A/a) et
(A/A)/a sont canoniquement isomorphes. La catégorie A/a admettant un objet
final, le lemme précédent permet de conclure. O

Corollaire 2.2.4. On a l’égalité W = N~i'W.

Remarque 2.2.5. Si on note W, = ix'W, les foncteurs N et i, induisent des
équivalences de catégories quasi-inverse I'une de ’autre entre ngA et W™1Cat.

Lemme 2.2.6. Pour tout ensemble simplicial X, les projections X x A, — X,
n >0, sont dans z'ng.

Démonstration. Si X = A,, pour un entier m > 0, cela résulte aussitot de 2.2.2.
Dans le cas général, Si (4A,,, @) est un objet de A/ X, alors (A/(X x A,,))/(Am, @)
est canoniquement isomorphe a A/A,, x A, et donc est asphérique. Cela montre
que le foncteur A/(X x A,) — A/X est asphérique. O

Remarque 2.2.7. Le lemme ci-dessus implique que ZZIW est stable par produits
finis. En effet, si X — Y € iglw et si Z est un ensemble simplicial, pour tout
n-simplexe u : A, — Z, on a les identifications

(A/(X x2Z)](An,u) 2 A/(XxA,) et (A/(Y xZ2))/(An,u) = A/(Y xA,),
ce qui montre que le foncteur
A/(XxZ)— A/Y x Z)

est asphérique au-dessus de A/Z. Cela montre bien que iglw est stable par le
foncteur X — X x Z.

Lemme 2.2.8. Soit W une partie faiblement saturée de Fl 3, telle que pour tout
ensemble simplicial X, la projection X x Ay — X soit dans W. Alors toute

fibration triviale de A au sens de la structure de catégorie de modéles fermée du
théoreme 2.1.2 est dans W.
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Démonstration. Soit p : X — Y une fibration triviale. Comme & — Y est une
cofibration, p admet une section s. Pour montrer que p est dans W, il suffit donc
de montrer que sp est dans W. Le carré commutatif

1x,s
Y X (1x,sp) X
(1XX5?71XX5?)l h l/p
X x Al W X T> Y

admettant un relevement h : X x A; — X, cela montre que sp et 1x sont
homotopes. Or on vérifie aussitot que tout morphisme homotope a un élément
de W est lui-méme dans W, ce qui permet de conclure. O

Proposition 2.2.9. On a linclusion W5 C iW.

Démonstration. Les projections du type X x A, — X étant dans i,'W (2.2.6),
on en déduit qu’il en est de méme des morphismes 1x x 67 : X — X x Ay,
e=20,1. Or pour n > 0 et e = 0,1, on a le diagramme commutatif suivant dont
toutes les fleches sont des monomorphismes.

dA, x {e} A, x {e}

! l cocartésien l

DA, x A —= DA, x AU A, x {e}

AnXAl

Il résulte du théoreme 1.3.10 que le morphisme j, . est dans iglw. Considérons
a présent un élément f de W&‘ Par 'argument du petit objet appliqué a J (voir
la preuve de [6, chapitre VI, proposition 5.5.1]), il admet une factorisation de
la forme f = pi, ol 7 est un composé transfini d’images directes de sommes
d’éléments de J, et ou p est une fibration de Kan. Comme 7 est dans W&’ il en
est de méme de p, et donc p est une fibration triviale. Or ce qui précede, le lemme
1.1.5 et le théoreme 1.3.10 montrent que % est dans iglw, et en vertu du lemme

2.2.8, le morphisme p est aussi dans iglw. O

2.2.10. La notion de localisateur fondamental est stable par intersections. On
définit le localisateur fondamental minimal comme 'intersection de tous les loca-
lisateurs fondamentaux.

Théoreme 2.2.11. Les co-équivalences forment le localisateur fondamental mi-
nimal.

Démonstration. Soit YW un localisateur fondamental. En vertu de 2.2.9, on a l'in-
clusion WB C ix' W, et donc il résulte de 2.2.4 que W,, = Nt WB C W. Comme
Weo est un localisateur fondamental (2.1.13), cela acheve la démonstration. [
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2.3. Critére local.

2.3.1. Soit W C FICat. Un foncteur entre petites catégories u : A — B est

W-localement constant si pour toute fleche b — b’ de B, le foncteur induit
A/b — AJV est dans W.

Théoréme 2.3.2 (Quillen). Soit u : A — B un foncteur Wey,-localement
constant. Alors pour tout objet b de B, le carré suivant est homotopiquement
cartésien dans A.

NA/b—>NA

Nu/bl lNu

NB/b——>NB

Démonstration. 11 s’agit d’une interprétation directe de [14, théoreme B] dans la
catégorie des ensembles simpliciaux. 0

Corollaire 2.3.3. Une foncteur Wy, -localement constant est une oco-équivalence
si et seulement s’il est asphérique (au sens de Wy, ).

Démonstration. C’est une condition suffisante car W, est un localisateur fon-
damental (2.1.13). Il résulte aussitot du théoréeme précédent que c’est aussi une
condition nécessaire. ]

Proposition 2.3.4. Si A — B est une oco-équivalence, alors ’application in-
duite myA — moB est bijective.

Dém\onstmtion. Cela résulte de la propriété analogue pour les équivalences faibles
de A et du fait que le foncteur nerf commute aux sommes. Une autre maniere
de la montrer consiste a considérer la classe W, des fleches de Cat induisant
une bijection apres application du foncteur 7. On remarque que le foncteur
mo : Cat — Ens commute aux petites limites inductives, car c’est un adjoint a
gauche de l'inclusion canonique Ens — Cat. Cela permet de vérifier facilement
que Wy est un localisateur fondamental (car comme les limites inductives sont
universelles dans Cat, si A — B est un foncteur, alors A est canoniquement
isomorphe a la limite inductive des catégories A/b, b € Ob B). Le théoreme 2.2.11
implique alors I’assertion. O

2.3.5. Le corollaire 2.3.3 et la proposition 2.3.4 caractérisent totalement le loca-
lisateur fondamental W, :

Théoreme 2.3.6. Soit W un localisateur fondamental tel que toute WW-équiva-
lence A — B induise un bijection moA — B, et tel que toute W-équivalence
W-localement constante soit VW-asphérique. Alors W = W, .

Démonstration. En vertu du théoreme 2.2.11, on sait déja que W,, C W. La
démonstration de l'inclusion inverse se fait en plusieurs étapes. On appellera
aussi W-équivalences les morphismes d’ensembles simpliciaux dont I'image par
le foncteur i, est dans V. Un ensemble simplicial X sera dit W-asphérique si
X — Ag est une W-équivalence. En vertu de 2.2.4, il suffit de montrer que route
W-équivalence en ce sens est une équivalence faible au sens de 2.1.2.



22 DENIS-CHARLES CISINSKI

2.3.6.1. Sip : X — Y est une fibration de Kan, alors le foncteur i p est
W-localement constant.

Pour toutes fleches u : A,, — A, et 4, — Y. si on forme les carrés
cartésiens
Am XyXLAn XyX—>X

l Lk

A, A, Y ’

la fleche v est dans Wx (propreté a droite de la structure de catégorie de modeles
fermée 2.1.2, cf. [2]). Comme le foncteur i, commute aux produits fibrés (1.3.6)
et envoie W dans W (2.2.9), cela montre I'assertion.

u

2.3.6.2. Une fibration de Kan est une WW-équivalence si et seulement si ses fibres
sont W-asphériques.

Cela résulte de 2.3.6.1, de ’hypothese qu’une W-équivalence W-localement
constante est W-asphérique, et du lemme 1.3.6.

2.3.6.3. Un complexe de Kan W-asphérique est W -asphérique.

Soit X un complexe de Kan W-asphérique. Comme 7yX est ’ensemble a un
élément, X est en particuler non vide. Soit x un 0-simplexe de X. On va montrer
que l'espace des lacets Q(X, z) est aussi W-asphérique. Les projections X x X —
X sont encore des W-équivalences (2.2.7), et comme X est un complexe de Kan,
les morphismes Hom(A;, X) — X induits par les faces 6? et 4] sont des fibrations
triviales, et par suite, des W-équivalences (2.2.9). Par saturation, on en déduit
que la fibration de Kan

Hom(A;, X) — Hom(0 Ay, X) ~ X x X

est une W-équivalence. Or l'espace des lacets est obtenu par le carré cartésien
ci-dessous.

Q(X, x) Hom(A;, X)
AO = AO X AO o X x X

Il résulte donc de 2.3.6.2 que (X, x) est W-asphérique. On en déduit par récurrence
que pour tout n > 0, Q" (X, z) est W-asphérique. Comme W C W), cela implique
que les groupes d’homotopie 7, (X, ) sont tous triviaux, ce qui prouve l’assertion.

2.3.6.4. Toute fibration de Kan qui est une YW-équivalence est une Wy, -Eéquiva-
lence.

Soit p : X — Y une telle fibration de Kan. Comme ’application my X — mY
est bijective, il suffit de montrer que pour tout n > 1, et tout O-simplexe x de
X, m(X,z) — m,(Y,y), y = p(x), est un isomorphisme de groupes. Or si X,
désigne la fibre de p en y, c’est un complexe de Kan qui est, en vertu de 2.3.6.2,
Wh-asphérique. Il résulte donc de 2.3.6.3 que X, est YW .-asphérique, et la longue
suite exacte de Serre associée a p permet de conclure.



LE LOCALISATEUR FONDAMENTAL MINIMAL 23

2.3.6.5. Toute W-équivalence est une Wn,-Equivalence.

Soit u une W-équivalence. On factorise u en une cofibration triviale 7 suivie
d’une fibration de Kan p. En vertu de 2.2.9, ¢ est une W-équivalence, et donc
par saturation, il en est de méme de p. Il résulte donc de 2.3.6.4 que p est une
Wao-équivalence, ce qui acheve la démonstration. O

Remarque 2.3.7. On peut montrer qu'un localisateur fondamental vérifie la condi-
tion de connexité ci-dessus si et seulement s’il est non trivial dans le sens ou il ne
contient pas toutes les fleches entre catégories non vides (cf. [5, 7.2]).
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