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Abstract

We develop the theory of n-stacks (or more generally Segal n-stacks which are co-stacks
such that the morphisms are invertible above degree n). This is done by systematically
using the theory of closed model categories (cmc). Our main results are: a definition
of n-stacks in terms of limits, which should be perfectly general for stacks of any type
of objects; several other characterizations of n-stacks in terms of “effectivity of descent
data”; construction of the stack associated to an n-prestack; a strictification result saying
that any “weak” n-stack is equivalent to a (strict) n-stack; and a descent result saying that
the (n + 1)-prestack of n-stacks (on a site) is an (n + 1)-stack. As for other examples, we
start from a “left Quillen presheaf” of cmc’s and introduce the associated Segal 1-prestack.
For this situation, we prove a general descent result, giving sufficient conditions for this
prestack to be a stack. This applies to the case of complexes, saying how complexes
of sheaves of O-modules can be glued together via quasi-isomorphisms. This was the
problem that originally motivated us.

Résumé

On développe une théorie des n-champs (plus exactement celle des n-champs de Se-
gal, qui sont des oo-champs ou les morphismes sont inversibles en degré > n). Pour
cela on utilise systématiquement la théorie des catégories de modeles fermées (cmf). Nos
contributions principales sont: une définition de n-champ en termes de limites, qui est par-
faitement généralisable a toutes sortes d’autres champs; plusieurs autres caractérisations
des n-champs en termes d’“effectivité” des données de descente; la construction du champ
associé a un n-préchamp; un résultat de strictification assurant que tout n-champ “faible”
est équivalent a un n-champ (strict); et un résultat de descente affirmant que le (n + 1)-
préchamp des n-champs (sur un site) est un (n+ 1)-champ. Pour d’autres exemples, nous
partons d’un préfaisceau de cmf “de Quillen a gauche” et introduisons le 1-préchamp de
Segal associé. Dans ce cadre, nous prouvons un résultat de descente général donnant
des conditions suffisantes pour que ce préchamp soit un champ. Ceci s’applique au cas
des complexes, et dit comment on peut recoller des complexes de O-modules a I’aide de
quasi-isomorphismes. C’est ce probleme qui était la motivation initiale du présent travail.
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1. Introduction

La descente: des modules aux complexes

Pour donner une idée du contenu du présent travail, on peut I’aborder, en premiere ap-
proximation, comme une contribution a la théorie des complexes de faisceaux de modules.
Pour le mettre en perspective, nous commengons par résumer la théorie des faisceaux de
modules localement libres (de rang fixé r):

Il existe un champ BG, muni d’'un module universel U et d’un fibré universel dont U
est le module des sections. Ce champ “classifie” les modules localement libres de rang r
sur les schémas en ce sens que le champ de modules Fibx , de tels modules sur un schéma
X s’identifie au champ des morphismes de X vers BG. Le champ BG est algébrique
et si X est projectif, il en est de méme pour F'ibyx,. Le champ BG est un ouvert dans
(au moins) deux champs plus généraux Coh et Qcoh qui classifient respectivement les
faisceaux cohérents et quasi-cohérents (on n’entre pas ici dans les détails concernant en
particulier la topologie choisie). Le fait que Qcoh soit un champ signifie plus concrétement
que les données de descente pour un module quasi-cohérent (ou pour un morphisme en-
tre deux modules quasi-cohérents) sont effectives. On peut observer que Coh n’est pas
algébrique, ce qui est un peu contrariant.

On se propose de généraliser cette théorie au cas des complexes. Le point crucial est
qu’on veut parler de recollement de complexes a ’aide non pas d’isomorphismes mais de
quasi-isomorphismes (compatibles en un sens adéquat), de sorte que ce travail releve dans
une large mesure de la théorie de I’homotopie.

Les champs dont on vient de parler sont des champs de catégories et lorsqu’on se
préoccupe d’étendre ce qui précede au cas des complexes, il faut tot ou tard organiser ces
complexes en catégories munies de structures adéquates.

La solution qui vient d’abord a ’esprit consiste a considérer des catégories dérivées.
On peut en effet former par exemple le préchamp Dy, qui & un schéma affine SpecA
associe la catégorie dérivée Dgeon(A) de celle des A-modules quasi-cohérents. Demander
si ce préchamp est un champ est la facon savante de demander si on peut recoller des
complexes a l'aide de quasi-isomorphismes “compatibles” (i.e. vérifiant une condition
de cocycle par ailleurs assez technique). Cette question a été trés tot reconnue comme
impertinente, les objets de ces catégories dérivées étant “de nature essentiellement non-
recollables” 3 ([12] Exposé 0, p.11).

3Pour le lecteur qui ne serait pas convaincu que cette voie des catégories dérivées est sans issue, sig-
nalons que le sous-préchamp (plein) Parf {01} de Dgcon des complexes parfaits & support cohomologique
dans [0, 1] est bien un champ, mais qu’il n’est pas localement algébrique (au sens d’Artin): en fait, comme
on le verra plus loin, le “bon” objet est un 2-champ localement algébrique (au sens de [93]).



Les homotopies supérieures

Pour formuler les problemes de recollement des complexes définis a quasi-isomorphisme
pres, il faut considérer des homotopies supérieures, ce qui complique singulierement le
tableau. En topologie ordinaire, le prototype d’un tel probleme consiste par exemple a
recoller sur U; U Uy U Us U Uy des données du genre suivant: pour 1 < ¢ < 4, C; est
un complexe sur U;; pour 1 < ¢ < 5 < 4, f;; est une équivalence d’homotopie entre les
restrictions Cj; et Cj; de C; et Cj a Uy; :=U; NUj; pour 1 <@ < j <k < 4, hyj, est une
équivalence d’homotopie entre les restrictions de fjzof;; et fir & Uyjp := U;NU; NUy; et les
hiji, doivent encore vérifier une condition de compatibilité sur U; N U; N Us N Uy, condition
dont la formulation méme n’est pas immédiate. On congoit facilement comment, pour
des recouvrements plus complexes (en topologie étale par exemple), la combinatoire de ce
genre de données de descente peut devenir inextricable. La définition que nous donnons
des données de descente dépasse (ou évite) les considérations combinatoires.

Dans la situation précédente les f;; sont des fleches entre complexes, les h;j; doivent
étre considérées comme des 2-fleches, et les données sur U; N Uy N Uz N Uy seront des
3-fleches. Concrétement, h;j, par exemple est un morphisme d’objet gradué de degré
—1 entre C; et Cj sur U,j;, établissant une homotopie entre f;rofi; et fir. De méme,
I'information cruciale dans une 3-fleche est un morphisme d’objet gradué de degré —2
établissant une homotopie entre morphismes de degré —1, etc. On a donc bien besoin
d’une notion d’oco-catégorie comme préconisée par Grothendieck [49], avec des n-fleches
pour tout n et les lois de composition adéquates.

Catégories simpliciales ou de Segal

En fait, une forme rudimentaire d’oco-catégorie adaptée a nos complexes est con-
nue depuis trente ans, c’est la notion de catégorie simpliciale. Introduite en théorie
d’homotopie par Kan et Quillen (voir [83]), cette notion a été reprise par Dwyer et Kan
[31] [32] [33]: en particulier, a toute catégorie M munie d’'une sous-catégorie W, ces
auteurs associent une catégorie simpliciale “localisée” L(M,W). Celle-ci capture bien
I'information homotopique concernant le couple (M, W) dans la mesure ou si M est une
catégorie de modeles fermée (cmf) simpliciale au sens de Quillen, et W sa sous-catégorie
des équivalences, alors L(M, W) est équivalente a la catégorie simpliciale des objets cofi-
brants et fibrants de M. Ceci montre par exemple que la structure simpliciale sur une
cmf est unique & équivalence pres, et méme ne dépend (toujours & équivalence pres) que
de la sous-catégorie des équivalences.

Plus particulierement, dans la situation des complexes si C'h désigne la catégorie des
complexes et qis la sous-catégorie des équivalences faibles, alors la catégorie simpliciale
L(Ch, gis) représente adéquatement la théorie homotopiquement des complexes. *

4Ceci veut dire que si A" et B' sont des complexes alors ’ensemble simplicial de morphismes dans L
entre A" et B est équivalente & I’ensemble obtenu par application de la construction de Dold-Puppe au



Pour des raisons techniques, nous utilisons systématiquement la notion un peu plus
générale de catégorie de Segal: une catégorie de Segal est une catégorie simpliciale “large”,
en ce sens qu’on n’impose pas que la composition soit strictement associative. Toute
catégorie simpliciale est une catégorie de Segal et, inversement, on montre que toute
catégorie de Segal est équivalente a une catégorie simpliciale (§7).

Les problémes posés

Ainsi les complexes de faisceaux de modules s’organisent (par exemple sur le site étale)
en préfaisceaux de catégories de Segal. Entre autres, on peut définir DT par DT (SpecA) =
L(Ch*(A),qis), ou Cht(A) est la catégorie des complexes de A-modules bornés a gauche
et qis sa sous-catégorie des quasi-isomorphismes. On peut maintenant exprimer de la
fagon suivante les problemes auxquels le présent travail est consacré:

e identifier les problemes de descente pertinents concernant de tels préfaisceaux;

e formuler ces problémes dans le cadre d’une théorie des champs (généralisés; dans
cette introduction on dira co-champs) adaptée aux catégories de Segal; dans cette
théorie, il faudra bien entendu que les champs soient les préchamps dans lesquels
les données de descente se recollent;

e identifier une classe de tels préfaisceaux, contenant nos préfaisceaux de complexes,
et dans lesquels ces problemes de descente admettent une solution.

Au nombre des problemes de descente qu’on veut traiter doivent figurer les problemes
“concrets” de recollement concernant les complexes, dont nous donnons maintenant des
exemples. Signalons toutefois que nous n’abordons pas directement ces problemes dans le
présent travail—notre but étant dans un premier temps de mettre en place le cadre dans
lequel de telles questions doivent naturellement étre considérées—et nous ne les formulons
donc qu’en guise de motivation.

e Soit k£ un corps, X un k-schéma régulier, et F un faisceau cohérent sur X. On
sait que F admet localement des résolutions projectives finies. Peut-on recoller ces
résolutions en un objet global?

complexe tronqué 7<°Hom (A", B'). On peut noter qu'une catégorie simpliciale L donne lieu (suivant
I'idée de Grothendieck [49]) & une oo-catégorie I1, o L par application de la construction “oo-groupoide
de Poincaré” I, & chacune des ensembles simpliciales Homp(z,y). Dans cette oo-catégorie pour les
complexes, I’oo-catégorie des morphismes entre deux complexes est équivalente & yHom (A4, B'), ou v
est la construction bien connue qui & un complexe de groupes abéliens F" associe ’'co-catégorie stricte
v(F") dont les objets sont les x € F° avec d(x) = 0, les morphismes entre z,y sont les f € F~! avec
d(f) = y — z, les 2-morphismes entre f et g sont les u € F~2 avec d(u) = g — f ainsi de suite.



e Dans [12] 0.4.4, pour un morphisme f : X — Y de schémas, on construit localement
dans X un complexe cotangent bien défini a quasi-isomorphisme pres. Peut-on
recoller ces constructions locales? °

e Toujours dans [12] (e.g. 0.4.2), on pose le probleme (ultérieurement résolu par
Deligne et Illusie, voir [62] 1.4.2) de la définition des puissances extérieures d’un
complexe parfait, que nous reformulons a notre convenance: sachant qu’on peut
définir, sur les complexes bornés de modules libres de type fini, un foncteur puis-
sance symétrique A qui transforme quasi-isomorphismes en quasi-isomorphismes, et
sachant que les complexes parfaits sont ceux qui sont localement quasi-isomorphes a
des complexes bornés de faisceaux libres de type fini, comment définir la puissance
symétrique d'un complexe parfait?

e Dans les travaux de O’Brian, Toledo et Tong [77], [78], [104], [105], [106] consacrés &
une autre question issue de SGA 6, celle des formules de Riemann-Roch, on trouve
des calculs de Cech qui sont certainement un exemple de situation de descente pour
les complexes. Un meilleur cadre général pour ces calculs pourrait contribuer a
notre compréhension des formules de Riemann-Roch.

e Il v a certainement d’autres applications potentielles que celles qui concernent les
complexes, voir par exemple le travail de Hinich [57] qui traite un probleme de de-
scente pour des 1-groupoides en relation avec un probleme de descente correspondant
pour des préfaisceaux d’algebres de Lie différentielles gradués.

Les co-champs

Avant de présenter notre vision des données de descente, il nous faut expliquer notre
théorie des oco-champs. On a compris plus haut qu’il nous faut—au minimum—une théorie
des champs de catégories simpliciales (ou de Segal), comme on a une théorie des champs
d’ensembles (les faisceaux) et une théorie des champs de catégories (les champs “clas-
siques”). Et dans une théorie des champs de catégories simpliciales, le champ des mor-
phismes entre deux objets (i.e. sections sur un ouvert) devra étre un champ d’ensembles
simpliciaux. On voudrait donc bien d’une théorie des I'-champs, ou I' pourrait étre in-
différemment la catégorie des ensembles ou celle des catégories, ou celle des catégories
simpliciales, ou encore celle des ensembles simpliciaux. Un I'-préchamp sur un site X" est
alors un préfaisceau sur X’ a valeurs dans I' (on prend des préfaisceaux stricts pour sim-
plifier, et parce qu’on espére qu’au bout du compte ¢a revient au méme). Et I'idée (naive)

5Dans loc. cit. on considere qu’ “il n’est pas possible de procéder par simple recollement” et on s’en
tire autrement.



pour exprimer qu’un I'-préchamp F' est un I'-champ consisterait a demander que pour
tout X € X et tout crible B couvrant X, F(X) soit la limite (dans I') de la restriction
de F' a la catégorie B. Si I' est la catégorie des ensembles on retrouve évidemment la
notion de faisceau, mais si I' est la catégorie des catégories, ¢a ne va plus. Pour rectifier
le tir et retomber dans ce cas sur les champs usuels, il suffit de munir I' de sa structure
de 2-catégorie et de demander que F'(X) soit la 2-limite (dans I') de la restriction de F
a B. Pour généraliser cette situation, on va donc considérer que I' est une oo-catégorie
6 dans laquelle on sait spécifier les limites homotopiques (il n’est pas nécessaire qu’elles
existent). On peut alors, suivant une suggestion formulée par le second auteur dans [95]
6.4, dire qu'un I'-champ est un I'-préchamp F' tel que pour tout X € X et tout crible B
couvrant X, F'(X) soit la limite (dans I') de la restriction de F a la catégorie B.

Les 0-champs de Segal

Dans le cas ou I" est 1'oo-catégorie (techniquement: la 1-catégorie de Segal) des ensem-
bles simpliciaux, nous confrontons avec succes ce point de vue avec la théorie existante
des préfaisceaux simpliciaux, développée par K. Brown [19], Illusie [62], Joyal dans une
lettre & Grothendieck [65], Jardine [63], et Thomason [100]. ” Dans ce cas on dispose de
la notion de limite homotopique introduite par Bousfield et Kan [15] et nos I'-champs,
que nous appelons 0-champs de Segal, constituent une classe de préfaisceaux simpliciaux
déja considérée par Jardine (les préfaisceaux flasques par rapport a tout objet du site
[63]) et, dans le cadre tres voisin des préfaisceaux de spectres, par Thomason [100]. A
tout préfaisceau simplicial (ou 0-préchamp de Segal), on sait associer naturellement un
O-champ de Segal ayant les mémes faisceaux (et non préfaisceaux) d’homotopie.

Les n-champs de Segal

Il est donc naturel d’étendre cette démarche au cas des catégories simpliciales ou de
Segal. Pour cela, il nous faut munir la classe I' des catégories de Segal d’une structure
d’oco-catégorie (techniquement, c’est une 2-catégorie de Segal) ou l'on puisse définir la
notion de limite (homotopique). Pour prendre de la marge, on définit carrément les n-
catégories de Segal (§2): leur construction suit de pres celle des n-catégories de Tamsamani
[98]. Les 0-catégories de Segal sont les ensembles simpliciaux, et les (n + 1)-catégories
de Segal sont des objets simpliciaux dans la catégorie des n-catégories de Segal vérifiant
les conditions (de Segal) qui expriment que la composition, a défaut d’étre bien définie

60n ne prend pas la peine ici de donner une définition d’co-catégorie: on consideére simplement que les
n-catégories de Tamsamani [98] ainsi que leurs variantes introduites ci-dessous, les n-catégories de Segal,
sont des oco-catégories.

"On a méme la oo-catégorie (catégorie simpliciale ici) des foncteurs faibles de X° vers ' grace au
travail de Cordier et Porter [24].



et associative, est définie et associative a homotopie pres. L’avantage des n-catégories
de Segal sur les ensembles simpliciaux réside dans le fait qu’on peut y trouver des i-
morphismes non-inversibles, du moins pour ¢ < n. Grace a la notion de cmf interne
(§11), on montre qu’a des considérations de nature ensembliste pres, les n-catégories de
Segal s’organisent en une (n + 1)-catégorie de Segal nSeC AT (§11), ou l'on sait définir les
limites homotopiques (§14). On peut donc introduire les (I'-)champs de n-catégories de
Segal, que nous appelons n-champs de Segal. Techniquement, on commence par donner
une définition & la Jardine des n-champs de Segal (§9) et ce n’est qu’au §14 qu’on retrouve
la belle définition mentionnée plus haut. Le probleme de la descente des complexes prend
alors la forme suivante: le 1-préchamp de Segal des complexes est-il un 1-champ de Segal?

Données de descente généralisées

Cette formulation n’est pas totalement satisfaisante, dans la mesure ou ’on ne voit
pas suffisamment bien comment elle recouvre les exemples concrets mentionnés plus haut.
Heureusement, nous savons introduire une notion de donnée de descente (et aussi, bien
sur, de donnée de descente effective) a valeurs dans un n-préchamp de Segal, qui joue
le role qu’on attend d’elle. En fait, on explique ici ce qu’on appelle donnée de descente
généralisée (dddg) et on commence par le cas plus familier des préfaisceaux simpliciaux:
une dddg a valeurs dans le préfaisceau simplicial A sur le site X est un morphisme de
préfaisceaux simpliciaux d : D — A ou D est contractile en ce sens que le O-champ de Segal
associé a D est équivalent & 'objet final . (Un tel D est essentiellement la méme chose
qu'un hyper-recouvrement au sens de Verdier [4].) Une telle donnée § est dite effective si
elle est équivalente & une donnée ¢’ : D — A qui se factorise & travers *y. Ces définitions
s’étendent sans changement au cas ou A est un n-préchamp de Segal, les préfaisceaux
simpliciaux pouvant aussi étre vus comme des n-préchamps de Segal (§2).

Il convient d’observer que la question de l'effectivité des dddg dans un n-préchamp
de Segal A ne concerne que 'intérieur A™ de A: lintérieur d’une n-catégorie de Segal
S est 'ensemble simplicial obtenu a partir de S grosso modo en ne conservant que les
morphismes (de tous ordres) qui sont inversibles & homotopie pres, et cette construction
s’étend évidemment aux n-préchamps de Segal.

La définition précédente rend bien compte des exemples “concrets” mentionnés plus
haut. Ainsi, pour le premier exemple, on peut prendre le préfaisceau simplicial (con-
tractile) D tel que D(U) soit 'ensemble ® simplicial des résolutions projectives finies de
la restriction de F a U: les 1-simplexes sont les quasi-isomorphismes entre résolutions
(compatibles & 'augmentation). . ..

8Ici comme ailleurs dans ce travail, on ne préte pas trop d’attention aux questions liées & la différence
entre ensemble et classe.



Caractérisation des n-champs de Segal par la descente

Pour expliquer en quoi nos notions de champs sont a leur tour adaptées a ces notions de
données de descente, il nous faut introduire quelques notations. Si A est une n-catégorie
de Segal, les (1-)morphismes de A s’organisent en une nouvelle (n — 1)-catégorie de Segal
qu’on note FI(A). Si x et y sont deux objets de A, on note FI(A)(z,y) la sous- (n — 1)-
catégorie de Segal de Fl(A) des morphismes de source x et but y. Plus généralement, si
x et y sont deux objets de FI*"'(A), on note FI*(A)(z,y) la sous- (n — i)-catégorie de
Segal de Fl*(A) des morphismes de source = et but y. ? Ces notations s’étendent au cas
oll A est un n-préchamp de Segal sur un site X: FI?(A) est alors un nouveau (n — 7)-
préchamp de Segal sur X, et si z et y sont des sections de FI'"!(A) sur un objet U de
X, FI'(A)(z,y) est un (n —i)-préchamp de Segal sur le site X' /U. Avec ces notations, on
montre le résultat suivant:

Théoréme 1.1 Soit A est un n-préchamp de Segal sur le site X. On suppose que les
valeurs de A sont des n-catégories de Segal (cette condition est vide pour n = 0). Alors
les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) A est un n-champ de Segal;

(17) (a) pour tout X € X et tout x,y € Ao(X) le n-préchamp de Segal FI(A)(x,y) sur
X /X est un n-champ de Segal; et

(b) les données de descente pour A sont effectives.

(i) (a’) pour tout i > 1, pour tout X € X et pour tous x,y € FI'"*(A)(X) les données
de descente a valeurs dans le (n — i)-préchamp FI'(A)(x,y) sont effectives; et

(b) les données de descente a valeurs dans A sont effectives.

Ce théoreme formalise I'idée (qui ressort entre autres de Giraud [43] et Laumon-Moret
Bailly [68]) qu'un champ est un préchamp ou les données de descente sont effectives, et
comme l'effectivité des données de descente ne concernent que l'intérieur, il caractérise
nos n-champs de Segal en des termes propres a la théorie des préfaisceaux simpliciaux.

Données de descente et topologie grossiéere

Cependant, la définition méme des données de descente (généralisées) qu’on a formulée
plus haut faisait intervenir la notion de O-champ de Segal et il est donc temps de donner
notre définition des (vraies) données de descente & valeur dans un préfaisceau simplicial,
puisqu’il reste vrai que ce cas suffit. Soit X un site muni d’un crible B couvrant et d’un
préfaisceau simplicial A. Une donnée de descente sur B a valeurs dans A est un diagramme
0 de préfaisceaux simpliciaux:

xg— D — A

90n fait la convention que pour un i donné on remplace nos n-catégories de Segal par des n/-catégories
de Segal équivalentes, avec n’ > i.
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ou la fleche de gauche est ce que nous appelons une équivalence objet-par-objet, c’est-a-
dire qu’elle induit une équivalence faible d’ensembles simpliciaux sur chaque objet U € X
(ici, bien sur, seuls les objets de B sont vraiment concernés). Ceci implique que D est
contractile et on est bien en présence d’'une donnée de descente dans le sens généralisé
donné plus haut. On peut observer que la donnée du diagramme § équivaut a celle d’une
donnée de descente (généralisée ou non, c’est pareil) a valeurs dans la restriction de A a la
catégorie B munie de la topologie grossiere. Il s’agit la d’un exemple tout-a-fait typique
de la facon dont la topologie grossiere intervient systématiquement tout au long de notre
travail. Un autre exemple typique est la facon dont nous décrivons en deux temps la
structure de catégories de modeles pour nos préchamps, par localisation de Bousfield a
partir de la structure correspondant a la topologie grossiere (§6).

On dit qu'une donnée de descente est effective si elle est équivalente a une donnée de
descente qui se factorise a travers xy. Et lorsque dans le théoreme ci-dessus on dit que
les données de descente a valeurs dans A sont effectives, on veut dire que pour tout objet

X de X et tout crible B couvrant X'/ X, toute donnée de descente sur B a valeurs dans
Ax|X /X est effective.

Les deux temps de la descente et les constructions de Grothendieck

Le probleme de leffectivité des données de descente dans un n-préchamp de Segal A
sur un site X (admettant un objet final) se décompose naturellement en deux étapes. En
effet, une donnée de descente § comme plus haut s’insére dans un diagramme:

*X<—*B<—D—>A,

Puisqu’il s’agit de factoriser, a équivalence pres, le morphisme donné D — A & travers
xy, on peut d’abord chercher une telle factorisation a travers *z. Si donc on qualifie de
strictes les données de descente avec D = %z, on peut formuler d’une part le probleme
de la strictification des données de descente, qui consiste a montrer que toute donnée
de descente est équivalente a une donnée de descente stricte, et d’autre part celui de
I'effectivité des données de descente strictes.

Techniquement, les choses se présentent un peu différemment. Pour montrer qu'un
préchamp de Segal A sur X' est un champ de Segal, on utilise la définition par limite.
On doit donc comparer A(X) avec la limite homotopique mentionnée plus haut, disons
I'(B, A). Pour identifier cette limite, on suit le chemin tracé dans [51]: on construit une
catégorie de Segal [z A au-dessus de B° avec l'espoir d’identifier I'(B, A) a une catégorie de
sections de [z A — B°. En fait, on trouve (§16) que I'(B, A) est équivalente a la catégorie
de Segal des sections “équilibrées” (ou eg-sections) non pas de [z A — B° mais de son
remplacement fibrant [; A — B°. Ce remplacement fait référence a une structure de cmf
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pour les catégories de Segal (§2). On veut donc montrer qu'un morphisme composé

!
A(X) — Sectd( /B A) 5 Sectd( /B A)
est une équivalence. On peut voir le terme de droite comme une catégorie de données de
descente (a droite 7) et celui du milieu comme la sous-catégorie des données de descente
strictes (on n’a pas cherché a établir de correspondance entre ces nouvelles notions de
données de descente et les anciennes), et le probleme de 'effectivité se décompose a
nouveau en deux étapes.

Ces deux étapes seront traités chacun a son tour dans nos §18 et §19. Pour rester
strictement en conformité avec ce qui se passe dans le papier, il faudrait dire que cette
situation de “strictification” des données de descente a lieu non au-dessus de B mais au-
dessus de la catégorie A via un foncteur p(U) : A — B, dans le cas ou B est le crible
engendré par un objet U recouvrant X. En quelque sort A approxime B via le foncteur
p(U) et pour des raisons techniques il nous est plus commode de travailler au-dessus de
A.

Il se trouve que le probleme de l'effectivité des données de descente strictes a déja été
résolu pour nos complexes de modules sur un topos annelé dans ’exposé Vbis de SGA 4
IT [3] de Saint-Donat (d’apres des “notes succinctes” de Deligne). Au §19, nous donnons
un résultat plus général pour cette étape “stricte”.

Préfaisceaux de Quillen

Nous avons donc mis en place ce formalisme des champs de Segal qui constitue un
cadre naturel pour la théorie de ’homotopie relative (au-dessus d'un site), dans lequel
nous pouvons reformuler le probleme de la descente: trouver des conditions pour qu’un
préchamp de Segal soit un champ (de Segal). Comme I’écrit Jardine dans [63], la structure
organisationnelle pour la théorie de 'homotopie est celle de catégorie de modeles fermée
(cmf) de Quillen [83]. La théorie des champs de Segal que nous avons mise en place est
le cadre naturel de la théorie de ’homotopie relative (au-dessus d’un site) et la structure
organisationnelle correspondante est tout naturellement une structure de préfaisceau de
cmf: nous appelons préfaisceau de Quillen tout préfaisceau de cmf dans lequel les re-
strictions sont ce qu’on appelle des foncteurs de Quillen (2 gauche). Si M est un tel
préfaisceau de Quillen sur un site X', on peut lui associer le 1-préchamp de Segal L(M)
sur X obtenu en prenant pour L(M)(X) la catégorie simpliciale obtenue en inversant
(au sens de Dwyer-Kan) les équivalences dans M(X). On cherche donc des conditions
suffisantes pour que le préchamp de Segal ainsi associé a un préfaisceau de Quillen soit
un champ de Segal.
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Un théoréme de descente

Nous proposons donc un théoréme (19.4) donnant des conditions suffisantes pour que
le préchamp L(M) soit un champ de Segal. C’est bien str a partir du cas des complexes
que nous avons trouvé une telle formulation générale. Les conditions que nous imposons
sont de trois ordres.

D’abord, nous nous restreignons a des sites o, grosso modo, on peut se réduire a
ne considérer que les données de descente définies sur les recouvrements a un seul ob-
jet (et vérifiant les conditions de compatibilité adéquates sur le complexe de Cech du
recouvrement).

La principale restriction que nous imposons au préfaisceau de Quillen est I’existence,
dans les valeurs prises (ce sont des cmf), de petites limites et colimites arbitraires. Ainsi
par exemple notre théoreme ne concerne pas les complexes de faisceaux de type fini.
Nous lui imposons également d’autres conditions plus ou moins naturelles a savoir: le fait
que, dans les valeurs prises, tous les objets soient cofibrants; I'existence de factorisations
fonctorielles; la compatibilité aux produits fibrés; le caractere local des équivalences; et la
compatibilité aux sommes disjointes.

Enfin nous imposons une condition tres technique autorisant 'utilisation de ’argument
dit “du petit objet” de Quillen pour la construction d’'une cmf auxiliaire.

La partie la plus délicate de la démonstration consiste en la strictification des données
de descente (§18).

Champs de champs

C’est en étudiant notre probleme de descente des complexes, que nous nous sommes

rendu compte qu’il y avait un résultat analogue pour les n-champs eux-mémes: le n + 1-
préchamp nCHAM P défini par

nCHAMP(X) :=nCHAMP(X /X)

est un n-champ (voir les théorémes 20.1 et 20.5). C’est un resultat de “recollement” pour
les n-champs. Par exemple, étant donné des champs Fy; et Fy sur deux ouverts U, V d'un
espace topologique, avec une équivalence

Fulvav = Fvluav

alors il existe un champ F sur U UV avec Fly = Fy et Fly = Fy. On peut voir
20.1 et 20.5 comme des généralisations aux n-champs, du résultat classique qui dit que
le 1-prechamp qui a chaque ouvert U associe la catégorie des faisceaux d’ensembles (i.e.
O-champs) sur U, est un 1-champ. Le cas n = 1 de cette généralisation se trouve déja
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dans SGA 1 [51] [43], ou 'on montre que le 2-préchamp 1CHAMP des 1-champs est un
2-champ.

Ce résultat pour n = 2 (qui dit que 2CHAMP est un 3-champ) a été utilisé, sans
démonstration, par Breen [18]. On peut dire que notre résultat généralise approximative-
ment la moitié de ce que fait Breen dans [18] (I’autre moitié étant d’exprimer les données
de descente en termes de cocycles, une chose que nous ne sommes pas arrivées a faire de
fagon entierement satisfaisante pour n quelconque).

En fait, au début de ce travail, la seule chose que nous pouvions démontrer a propos
des complexes était que le préchamp des complexes de Q-espaces vectoriels, de longueur
n fixée, était un n + 1-champ. Pour prouver ceci, nous avions utilisé le résultat disant que
le n + 1-préchamp des n-champs est un champ: avec ceci et une version élémentaire de la
notion de “spectre” (consistant juste & faire une translation pour que tout se passe entre
les degrés N et N +n avec N > n + 2) on pouvait obtenir (grace au fait que ’homotopie
rationelle stable est triviale) le fait que les complexes de Q-espaces vectoriels de longueur
n, est un n + 1-champ.

Ce n’est qu’avec 'apport des techniques de pointe en théorie des cmf ([31] [32] [33]
134], [59],[30], [46], [61] [60]) que nous avons pu formuler le résultat plus général 19.4 qui
permet de traiter le cas des complexes de O-modules.

Algébricité

L’étude plus détaillée des champs de complexes sur les sites de la géométrie algébrique
fera l'objet d’un autre travail. Nous énoncgons simplement au §21 notre principal résultat
d’algébricité.

Historique, travaux connexes et techniques utilisées

La notion de 1-champ est aujourd’hui bien enracinée dans la géométrie algébrique,
depuis notamment les travaux d’Artin [6], de Deligne-Mumford [25], de Laumon-Moret
Bailly [68], prolongés par de nombreux travaux actuels. Une notion semblable joue un
role important en géométrie différentielle (e.g. en géométrie des feuilletages), voir par
exemple [36] [76] [79] [54] [55] [75] [74]. '° En s’appuyant sur la notion de champ, Giraud
a développé en bas degrés la cohomologie non-abelienne [42].

190n peut citer Moerdijk ([74] Example 1.1 (f)): “Effective etale groupoids are well-known to be
basically equivalent to pseudogroups...” suivi par une référence & Molino [75]. Au vu de cette remarque,
les travaux d’Ehresmann et al concernent essentiellement des groupoides étales i.e. des l-champs de
Deligne-Mumford dans le cadre différentiel. Il n’est pas clair a nos yeux si cette connexion était connue
d’Ehresmann & ’epoque; en tout cas, ce point de vue est déja present dans les papiers de Pradines [79]; et
selon Pradines (communication orale au deuxiéme auteur), ce point de vue a été presenté par Ehresmann
dans son exposé au congres international de 1956.
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Un travail précurseur de la descente pour 1’'oco-champ des complexes est celui sur la
“descente cohomologique” de B. Saint Donat et Deligne dans SGA 4 [4].

Dans [49], A. Grothendieck propose comme généralisation la notion de n-champ ou
méme de oco-champ, sans toutefois donner une définition précise. En fait, on peut dire
aue la théorie des oco-champs de groupoides est déja disponible a I'epoque de [49] par
le biais de la théorie des préfaisceaux simpliciaux, grace aux travaux de K. Brown [19],
Illusie [62], Joyal dans une lettre & Grothendieck [65], Jardine [63], et Thomason [100].
Le biais en question passe par ’équivalence entre la théorie des co-groupoides et celle des
espaces topologiques ou ensembles simpliciaux—équivalence pour laquelle ne manquait
que la définition de oo-groupoide!

Plus récemment, la théorie des n-catégories pour les petites valeurs de n a été reconnue
comme importante dans une large gamme de situations liées par exemple a de nouveaux
invariants des noeuds, aux groupes quantiques, a la théorie quantique des champs, et
méme a l'informatique. ... Ceci a conduit vers une meilleure compréhension notamment
du role joué par la non-associativité de la composition. Le premier papier de Baez-Dolan
8] fournit un résumé intéressant de ces développements.

La these de Tamsamani [98] fournit une définition de n-catégorie, ainsi que 1’équiva-
lence entre les n-groupoides et les espaces topologiques n-tronqués, pour tout n. Cette
définition permet d’aborder la théorie des n-champs, non nécessairement de groupoides,
en utilisant les techniques dues a Quillen qui sont a la base des travaux de Brown, Illusie,
Joyal, Jardine et Thomason. Signalons également que d’autres définitions de n-catégorie
ont été proposées, voir Baez-Dolan ([7] [9] qui était indépendant de [98] et simultané)
ou Batanin ([10], un peu plus tard). Pour I'heure il manque une comparaison entre ces
différentes définitions, et comme expliqué plus haut, nous utilisons une légere variante de
la définition de Tamsamani.

Notre technique de base est celle des cmf, et notre travail a été profondément influencé
par des travaux récents en théorie des cmf, ceux de Hirschhorn [59], de Dwyer-Hirschhorn-
Kan [30], aussi ceux de de Goerss-Jardine [46] et de Hovey [61] [60], ainsi que par les
travaux moins récents de Dwyer-Kan sur la localisation [31] [32] [33] [34].
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2. Les n-catégories de Segal

Commencons par fixer quelques notations: les catégories d’ensembles, d’ensembles
simpliciaux, et d’espaces topologiques sont notées respectivement Ens, EnsSpl et Top.
Un ensemble simplicial est un foncteur A° — Ens ou A est la catégorie dont les objets
sont les ensembles ordonnés p := {0',...,p'} et les morphismes sont les applications
croissantes. Si X est un ensemble simplicial on notera X, sa valeur sur p € A. Si
A : A° — C est un foncteur, on notera A, ou parfois A,/ la valeur qu’il prend sur p € A°.
On notera |A| la réalisation topologique de I’ ensemble simplicial A. Si Y est une catégorie
(i.e. 1-catégorie) on notera son nerf vY € EnsSpl. On utilisera I’abréviation “cmf” pour
“catégorie de modeles fermée” de [83].

Les définitions qui suivent sont des généralisations de définitions de Tamsamani [98]
et Dunn [28], qui a leur tour reprenaient des idées de Segal [90] [1]. Voir la comparaison
ci-dessous.

On définit la notion de n-précat de Segal, et la catégorie nSePC de ces objets, par
récurrence sur n. Un ensemble pourra étre considéré comme n-précat de Segal: il y aura
un foncteur (pleinement fidele) Ens — nSePC. Un objet dans 'image de ce foncteur
sera appelé “un ensemble discret”. Pour n = 0, une 0-précat de Segal est par définition
un ensemble simplicial; et le foncteur Ens — 0SePC' associe a un ensemble S le foncteur
S : A° — Ens constant a valeurs S. Pour n > 1, une n-précat de Segal est un foncteur

A° — (n—1)SePC

noté p — A,/, tel que Ay, soit un ensemble discret qu’on notera aussi Ay. Un morphisme
de n-précats de Segal est une transformation naturelle de foncteurs A° — (n — 1)SePC,
ce qui définit la catégorie nSePC. Le foncteur Ens — nSePC' est celui qui a un ensemble
S associe le foncteur composé

A° > Ens — (n—1)SePC.

On peut dévisser la récurrence dans cette définition. Si on veut suivre les notations
de Tamsamani [98], une n-précat de Segal est donc un ensemble n + 1-simplicial, i.e. un
foncteur

(A°)" — Ens

noté (ma, ..., Mpy1) = Amy,...mn, .1, qui satisfait les conditions de constance selon lesquelles
pour m; = 0 le foncteur est constant en les variables my;1,..., My, 1.

Ces conditions de constance peuvent étre prises en compte une fois pour toutes en in-
troduisant la catégorie ©" ! quotient de A" [94]. On rappelle que ©™"! est la catégorie
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dont les objets sont les suites (mq,...,m;) pour i < n+ 1, avec m; € A et avec les iden-
tifications
(ml,...,mj = O,...,mi) = (ml,...,mj_l).

L’objet (0,...,0) est aussi équivalent & la suite de longueur 0 qui est notée 0. Les mor-
phismes proviennent des morphismes de A avec le changement induit par ces identifica-
tions; cf [94] ou [95].

Pour k < n et pour M = (my,...,my) € A* on note Ay la n — k-précat de Segal

/ /
(m]_? Tt 7mn+1fk) = Aml,...,mk,m/l,...,m;_‘_l_k'

Pour k = 1 ceci concorde avec la notation A,, introduite plus haut.
Une n-précat de Segal peut étre vue comme foncteur

(©"1)° — Ens,

sans autre condition (les conditions de constance étant prises en compte par le fait que
O™ est le quotient adéquat de A"*1). De ce fait, nSePC apparait comme la catégorie
des préfaisceaux d’ensembles sur ©"*! et donc admet toutes les limites et colimites avec
petite indexation, ainsi qu'un Hom interne.

En fait, le point de vue le plus utile est un mélange des deux points de vue du para-
graphe précédent: une n-précat de Segal peut (voire doit) étre considérée comme un
foncteur

A:(©")° — EnsSpl

noté M — Ay, tel que, pour |M| < n, ensemble simplicial Ay, est un ensemble discret.
Il est parfois utile de confondre les ensembles simpliciaux et les espaces topologiques, et
on obtient essentiellement la méme notion en considérant les foncteurs (0™)° — Top.

On dira que Ag est l’ensemble des objets de A. Pour deux objets =,y € Ay on notera
Ay(x,y) la pré-image de (x,y) € Ay x Ay par le morphisme

Al/—>A0><A0

induit par les deux applications “faces” de la structure simpliciale. On dira que A;/(z,y)
est la n — 1-précat de Segal des morphismes entre x et y. On utilisera parfois cette méme
notation (qui est assez compacte) pour I’ensemble des morphismes entre deux objets d’une
catégorie ou pour ’ensemble simplicial des morphismes entre deux objets d'une catégorie
simpliciale.

On définit maintenant les n-catégories de Segal, qui sont les n-précats de Segal sat-
isfaisant certaines conditions de “spécialité” généralisant la condition originelle de Segal
[88]. Pour formuler ces conditions on a besoin d’une grande récurrence comme dans [98],
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cf aussi le résumé dans [95]. On va définir simultanément par récurrence sur n: la condi-
tion pour qu’une n-précat de Segal soit une n-catégorie de Segal; la condition pour qu'un
morphisme entre deux n-catégories de Segal soit une équivalence; et I’ensemble “tronqué”
T<o(A) associé a une n-catégorie de Segal A. D’abord pour n = 0, et par définition: toute
O-précat de Segal i.e. ensemble simplicial, est une 0O-catégorie de Segal; un morphisme
est une équivalence si c’est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux, i.e. s’il induit
des isomorphismes entre les groupes d’homotopie (et les my) des réalisations topologiques;
et le tronqué 7<¢(A) d'un ensemble simplicial A est ’ensemble 7y(|A|). Pour le reste,
la récurrence est identique a celle de Tamsamani [98]: soit n > 1 et on suppose que les
définitions sont disponibles au-niveau n — 1. Soit A une n-précat de Segal, vue comme
foncteur
A:A° = (n—1)SePC, p— A,.

On dira que A est une n-catégorie de Segal si les A,/ sont des n — 1-catégories de Segal,
et si pour tout p le morphisme de n — 1-précats de Segal

Ap/—>A1/ XAO---XAoAl/

est une équivalence de n — 1-catégories de Segal. Ce dernier “morphisme de Segal” étant
celui dont les composantes sont les applications duaux aux inclusions {i,i+1} C {0,...,p}
dans A, voir [89], [1], [28], [98].

Si A est une n-catégorie de Segal, alors le foncteur

p— 7<0(4p) A°— Ens

est le nerf d’une catégorie qu'on note 7<1(A). On définit 7<o(A) comme ’ensemble des
classes d’isomorphisme de la catégorie 7<1(A). Si A et B sont des n-catégories de Segal
et f: A — B est un morphisme (i.e. morphisme de nSePC) on dira que f est une
équivalence si le morphisme induit

7<0(A) — 7<0(B)

est surjectif (on dira alors que “f est essentiellement surjectif”), et si pour tout couple
d’objets x,y € Ag, le morphisme

est une équivalence de n — l-catégories de Segal (on dira alors que “f est pleinement
fidele”). Comparer avec la notion d’équivalence entre catégories simpliciales de [34].
C’est seulement pour une n-catégorie de Segal A qu’il est raisonnable de considérer la
n— 1-catégorie des morphismes entre deux objets A /(x,y). Une 1-fléche de A est un objet
de Ay/(z,y). Par itération on obtient la notion de i-fleche de A [98]. Soit 1° € ©™ I'objet
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(1,...,1) (i fois), image de l'objet (1,...,1,0,...,0) € A" Une i-fléche de A (i < n) est
un élément de ’ensemble A;:. Pour i = n, A;» est un ensemble simplicial et une n-fléche
de A est un sommet (i.e. un élément de la partie de degré 0) de ’ensemble simplicial Ajn.
Les morphismes faces en la i-ieme variable simpliciale fournissent les applications source
et but qui a une i-fleche associent des ¢ — 1-fleches (une 0-fleche est un objet i.e. élément
de Ap).

Soit A une n-catégorie de Segal. Suivant [98], on dira qu’une i-fleche (i > 1) est
wnversible a équivalence preés ou a homotopie prés si son image comme 1-fleche dans la
1-catégorie 7<1(Ayi-1/) est inversible. Voir [98] pour plus de détails. On dira (toujours
suivant [98]) que A est un n-groupoide de Segal si pour tout 1 < i < n, toutes les i-fleches
sont inversibles a équivalence pres. Plus généralement, pour 0 < k£ < n on dira que A
est k-groupique si les i-fleches sont inversibles a équivalence pres pour tout ¢ > k. En
particulier, A est toujours n-groupique, et A est 0-groupique si et seulement si c’est un
n-groupoide de Segal.

Comparaison avec Tamsamani et Dunn

On compare avec [98] et [28]. Tamsamani ([98], 1995) considere les foncteurs (A°)” — Ens
et leur impose les conditions de constance ainsi que les conditions de Segal cf ci-dessous,
obtenant la notion de n-catégorie (faible). Dans [94], on introduit la notion de n-précat
en relaxant toutes sauf les conditions de constance. Une n-précat (resp. n-catégorie de
Tamsamani), qui est un foncteur ©" — Ens, peut étre vue comme une n-précat de Segal
en composant avec l'inclusion Ens — EnsSpl.

Plus généralement, les n-précats de Segal (resp. n-catégories de Segal) telles que
les valeurs du foncteur ©" — EnsSpl soient des ensembles simpliciaux O-tronqués (i.e.
réeunion disjointe de composantes contractiles) correspondent & des n-précats (resp. n-
catégories) par composition avec my : EnsSpl — Ens. Avec cette traduction, la plu-
part de nos énoncés sur les n-catégories de Segal restent vrais mutatis mutandis pour
les n-catégories (la seule exception concerne la propriété de descente—non préservée par
troncation—pour des localisées de Dwyer-Kan, qui ne sont pas tronquées en général).
Nous formulons souvent nos énoncés seulement dans le cadre des n-catégories de Segal,
laissant au lecteur le soin d’écrire les énoncés correspondants pour les n-catégories. En
revanche, on reviendra plus loin sur les compatibilités entre les notions de n-catégorie et
n-catégorie de Segal (et aussi sur les compatibilités entre différentes valeurs de n).

Dunn, dans [28] (soumis en 1993, paru en 1996 mais résumant sa these de 1984, et
qui fait référence a Cobb [23]) considere—entre autres “delooping machines”—le n-iéme
itéré de la machine de Segal dont la catégorie sous-jacente est celle des foncteurs

A: (A% — Top
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tels que A, m, = * si m; = 0 (cf. [28], début du §3). On pourra appeler ces objets
“n-précats de Dunn”. En remplacant Top par EnsSpl et en passant au quotient, on
obtient les n-précats de Segal A vérifiant Ay = * pour |M| < n.

Dunn impose aussi a ses objets la condition de spécialité en chaque variable simpliciale
([28] Definition 3.1) et on pourrait appeler les objets qui satisfont & cette condition, les
“n-catégories de Dunn”. On peut vérifier que cette condition coincide avec la condition
d’étre une n-catégorie de Segal, dans le cas qu’il considére ou Ay, = * pour |M| < n. En
somme, Dunn avait regardé les n-catégories de Segal ayant une seule ¢-fleche pour tout
1< n.

Les définitions de Dunn et de Tamsamani sont basées sur 'idée d’itérer la construction
de Segal [88]. Elles sont complémentaires comme le sont la tour de Postnikov et la tour de
Whitehead: chez Dunn (comme chez Whitehead) il s’agit de ’homotopie en degrés > n
tandis que chez Tamsamani (comme chez Postnikov) il s’agit de 'homotopie en degrés
< n. La notion de n-précat de Segal permet d’intégrer ces deux points de vue. En outre,
dans les variables “n-catégoriques” on peut avoir des fleches non (homotopiquement)
inversibles. Il s’agit donc d’une définition qui permet d’avoir de ’homotopie en tout degré,
et des fleches non-inversibles en degrés < m. C’est un avatar de la notion (non encore
totalement élucidée) de oo-précat qui permettrait d’avoir des fleches non-inversibles en
tout degré. Nous avons décidé de faire la présente rédaction dans le cadre des n-précats
de Segal, par souci de simplicité et aussi parce que, sur les exemples que nous avons en
vue, la non-inversiblité des fleches n’entre en jeu que pour un nombre fini de degrés.

L’opération SeCat

L’une des idées de base qui permettaient d’obtenir la structure de catégorie de modeles
fermée pour les n-précats dans [94] était 'opération Cat, qu’on peut résumer treés simple-
ment en disant qu’elle force la condition d’étre une n-catégorie. Ce procédé s’applique de
la méme fagon dans notre cadre des n-précats de Segal: on aura une opération qu’on notera
A — SeCat(A) avec une transformation naturelle i4 : A — SeCat(A), qui transformera
toute n-précat de Segal en n-catégorie de Segal.

En fait au lieu de fixer précisément 'opération SeCat, on donne la définition suivante.

Définition 2.1 On appellera opération de type SeCat tout couple (F,i) ou F' : nSePC —
nSePC' est un foncteur et iy : A — F(A) une transformation naturelle, possédant les pro-
priétés suivantes:

(a)—pour tout n-précat de Segal A, F(A) est une n-catégorie de Segal;

(b)—ia est un isomorphisme sur les ensembles d’objets, et si A est une n-catégorie de
Segal alors 14 est une équivalence de n-catégories de Segal; et

(c)—pour toute m-précat de Segal A, le morphisme F(ia) est une équivalence de n-
catégories de Segal.
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Lemme 2.2 [I existe une opération de type SeCat. Si (F',i') et (F?,i%) sont deux
opérations de type SeCat alors elles sont équivalentes en ce sens que

F(i3) : F1(A) = FY(F*(A))

est une équivalence de n-catégories de Segal pour toute n-précat de Seqal A. En particulier,
si f : A— B est un morphisme de n-précats de Segal alors F*(f) est une équivalence de
n-catégories de Segal si et seulement si F?(f) l'est.

Preuve: Pour lexistence, on peut utiliser une définition analogue a celle de [94] qui
traite le cas des n-précats (non de Segal) (pour une autre approche, voir la discussion
plus loin). Pour les ensembles simpliciaux du dernier degré, il faut remplir toutes les
”cornes” (extensions anodines de Kan). Pour I'unicité, on utilise la méme démonstration
que celle de [94] Proposition 4.2. En fait cette démonstration doit étre couplée avec la
démonstration du théoreme 3.1 dans une récurrence sur n comme c’est fait dans [94]. On
note que le cas n = 0 est trivialement vrai.
Si f:A— Betsi F(f) est une équivalence alors dans le diagramme

Fra) TS p )
Fi(f) 4 3 FYF2(f))
) "5 P rea))

la fleche F*(F?(f)) est une équivalence car F' transforme équivalences de n-catégories de
Segal en équivalences d’apres 2.1 (b). Les fleches horizontales sont des équivalences par
le résultat d’unicité ci-dessus. Donc F(f) est une équivalence. O

On appellera SeCat toute opération qui satisfait les criteres de la définition 2.1. Nous
donnons maintenant une variante commode, déja présente (pour les n-précats) dans [94]
et explorée dans [96] pour les 1-précats de Segal. Pour n = 0 on peut prendre le foncteur
identité avec la transformation naturelle identité. Soit n > 1 et supposons construite
lopération SeCat pour les n — 1-précats de Segal. Soit A une n-précat de Segal. On
définit une n-précat de Segal Fiz(A) avec les mémes objets que A en posant (pour p > 1)

Fix(A),/(zo,...,zp) := SeCat(A,/(xo, ..., xp)).

Ceci a pour effet de transformer les A, en n-catégories de Segal. On a un morphisme
naturel A — Fiz(A). D’autre part, pour tout m > 2 on définit une n-précat de Segal
Gen[m](A) munie d’'un morphisme A — Gen[m](A) induisant un isomorphisme sur les
ensembles d’objets, par

Gen[m](A)g) := Agy Ul T Glm]

q—m
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Ay 5 Glm] B Ay Xay ... Xay Ay

est une factorisation du morphisme de Segal, ol a est une cofibration et b une équivalence
faible, (qui existe par le théoreme 2.3 qu’on suppose connu pour n — 1). Les coproduits
dans la définition de Gen[m| sont pris avec tous les morphismes ¢ — m dans A qui ne
se factorisent pas a travers une aréte principale 1 — m. Voir [94] ou [96] pour comment
définir les morphismes de fonctorialité Gen[m|(A), — Gen[m|(A),, pour p — ¢. Main-
tenant on définit Gen comme le composé pour tout m > 2 des Gen[m| et SeCat s’obtient
en itérant une infinité dénombrable w de fois le composé Fix o Gen. Cette opération
d’apparence tres ineffective a en réalité d’assez bonnes propriétés d’effectivité, voir [96].

On peut voir une n-précat A comme un systéme de générateurs et relations pour définir
une n-catégorie, et SeCat(A) comme la n-catégorie ainsi engendrée.

La structure de catégorie de modeles fermée

On définit maintenant la structure de catégorie de modeles fermée sur nSePC'.

Un morphisme A — B de n-précats de Segal sera une cofibration si Ay; — By est
injectif pour tout M € ©"*! (cette condition est différente de la condition pour les n + 1-
précats de [94] car ici nous exigeons aussi l'injectivité pour |M| = n+1). Une cofibration
est donc simplement une injection de préfaisceaux d’ensembles.

On dira qu’un morphisme A — B de n-précats de Segal est une équivalence faible si le
morphisme SeCat(A) — SeCat(B) est une équivalence de n-catégories de Segal. Cette
propriété est indépendante du choix de la construction SeCat grace au lemme 2.2.

Et on dira qu’un morphisme A — B de n-précats de Segal est une fibration s’il possede
la propriété de relevement pour les cofibrations triviales (celles qui sont des équivalences
faibles). Rappelons ([83]) que, par définition, la propriété de relevement assure que pour
toute cofibration triviale £ — E’, et tout paire de morphismes £ — A et £/ — B qui
forment un carré commutatif, il existe un morphisme E’ — A rendant commutatif les
deux triangles dans le carré.

Théoreme 2.3 Les trois classes de morphismes ci-dessus font de la catégorie des n-
précats de Segal une catégorie de modéles fermée.

La démonstration entre dans le cadre plus général de la comparaison entre notions de

n-catégorie de Segal et/ou n-catégorie, pour différentes valeurs de n. On aborde cette
discussion avant la démonstration de 2.3.
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Changement de n

La catégorie de modeles fermée des n-précats de Segal de 2.3 est une sorte de substitut
pour la notion d’oo-catégorie, dans laquelle les i-fleches sont inversibles a équivalence
pres, pour ¢ > n. Si on admet l'existence d’une théorie des oo-catégories convenable,
I’équivalence passera par la construction A +— Il o A qui transforme une n-précat de
Segal en une oco-précat, avec un Il qui fait correspondre un co-groupoide a tout espace
topologique ou ensemble simplicial de Kan. Nous ne voulons pas entrer dans les détails
de la notion de oo-catégorie ici, car la version “n-catégories de Segal” convient pour nos
applications. Ce choix est d’autant plus raisonnable qu’on peut construire des foncteurs
A — 1II,, ge © A pour passer de n a n+ m.

Rappelons que Tamsamani [98] a défini un foncteur “n-groupoide de Poincaré”

IT,, : Top — nCat

ou nCat est la sous-catégorie pleine de la catégorie nPC' des n-précats, formée des n-
catégories. Ce foncteur généralise le “groupoide de Poincaré” II;(X) classique. Tam-
samani a montré que ce foncteur établit une équivalence entre les théories homotopiques
des espaces topologiques n-tronqués (i.e. ou les m; s’annulent pour i > n) et des n-
groupoides (i.e. n-catégories ou les fleches sont inversibles a équivalence pres). Plus
précisément, il a construit un foncteur “réalisation topologique”

R :nCat — Top

et des équivalences II, o R = 1 et R o Il, = 1 pour les restrictions de ces foncteurs
aux catégories Top, des espaces topologiques n-tronqués et nGpd des n-groupoides. On
adoptera donc le point de vue que les n-groupoides peuvent étre librement remplacés par
les espaces topologiques (ou ensembles simpliciaux) n-tronqués.

On fait ici quelques remarques qui utilisent des notions qui seront traitées plus loin dans
le présent travail, pour offrir un autre éclairage sur ce résultat d’équivalence de Tamsamani
(cependant, le lecteur peut s’en passer jusqu'au sigle “©”). En appliquant la théorie
de Dwyer-Kan [33] qui sera rappelée au §8 ci-dessous, on peut inverser les équivalences
et obtenir des catégories simpliciales "localisées” L(Top,) et L(nGpd). Maintenant les
foncteurs II,, et R et les équivalences de Tamsamani, en conjonction avec la proposition
3.5 et le corollaire 3.6 de [32] (cf aussi notre lemme 8.1), donnent une équivalence

L(Top,) = L(nGpd)

de catégories simpliciales. On peut pousser un peu plus loin en utilisant nos notations du
§11: on note nC' AT la n + 1-catégorie des n-catégories (voir [94]). * Notons nGPD C

"Te lecteur prendra soin de distinguer entre la typographie en majuscules nCAT et la typographie
qui comporte des minuscules nCat. En effet, nC AT désigne la n 4 1-catégorie des n-catégories, définie
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nCAT la sous-n + 1-catégorie pleine des m-groupoides. Alors nGPD est 1-groupique
(i.e. ses m-catégories de Hom sont en fait des n-groupoides) donc égale & son intérieur
1-groupique: nGPD™! = nGPD. Par le théoréme 11.11 on a

L(nPC) = L(nPCy) 2 nCAT™*.

D’autre part, comme on a des remplacements fibrants fonctoriels, toute catégorie comprise
entre nPC et nPCy donne la méme localisée de Dwyer-Kan; ceci s’applique notamment
anPC; CnCat C nPC. On obtient ainsi I'équivalence des n + 1-catégories

L(nCat) = nC AT

(plus techniquement, il s’agit ici d’une équivalence qui passe éventuellement par des mor-
phismes dans les deux sens, car aucune des deux n + 1-précats en question n’est fibrante).
La sous-catégorie nGpd C nCat est définie par une condition invariante par équivalence,
donc (par 8.2 ci-dessous) L(nGpd) est la sous-catégorie pleine de L(nCat) formée des
objets qui sont des n-groupoides. Par définition il en est de méme pour nGPD et donc
aussi pour nGPD™ 1 On obtient ainsi 1’équivalence

L(nGpd) = nGPD.

Si on applique maintenant la variante (immédiate) du théoreme de comparaison de Tam-
samani qui donne I’équivalence entre localisés de Dwyer-Kan, on obtient une équivalence
de n + 1-catégories

L(Top,) = nGPD.

D’autre part, on peut observer que les ensembles simpliciaux L(T'op,)1/(X,Y’) ont le
bon type d’homotopie, a savoir celui de 'espace d’applications Hom(X,Y), des que,
par exemple, X est un CW-complexe (voir [33] etc). Pour dire les choses autrement,
L(Top,) est équivalente a la catégorie simpliciale des objets (n-tronqués) fibrants et cofi-
brants pour n’importe quelle structure de catégorie de modeles fermée simpliciale pour
les espaces topologiques. Donc L(Top,,) est “la” n + 1-catégorie des espaces n-tronqués.
Cette équivalence donne donc des précisions sur ce qu’on entend par “les n-groupoides
s’identifient aux espaces topologiques n-tronqués”.

@

Au vu des remarques précédentes (la version courte aurait suffi), on va déclarer qu'un
oo-groupoide n’est rien d’autre qu'un espace topologique ou ensemble simplicial. Ce point

a l’aide de la structure interne cf §11 et ([94] §7); tandis que nCat désigne la 1-catégorie stricte avec
les mémes objets et les morphismes qui respectent strictement la structure (en particulier, c’est celle-ci
qu’avait considérée Tamsamani). On utilise cette méme convention pour les champs plus loin.
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de vue qui nous guide déja dans la définition des n-catégories de Segal nous guide aussi
pour comparer ces notions pour différentes valeurs de n.

Comme expliqué au début de ce chapitre, on peut voir toute n-précat de Segal comme
un préfaisceau simplicial au-dessus de ©", i.e. un foncteur vers la catégorie des ensembles
simpliciaux,

A:0" — EnsSpl, M +— Ay

tel que pour |M| < n I’ensemble simplicial Ay, est un ensemble discret.

De ce point de vue, on peut composer avec le foncteur | | de réalisation topologique des
ensembles simpliciaux, puis avec le foncteur II,, de Tamsamani [98]. De fagon équivalente
on peut d’abord appliquer le foncteur Fx> de Kan pour arriver dans les ensembles sim-
pliciaux de Kan, puis la variante adaptée aux ensembles simpliciaux du foncteur II,, de
[98]. Par ces deux procédés (essentiellement équivalents), on obtient une n + m-précat
qu’on note II,, o A.

Dans 'autre sens, si on a une n + m-précat B, on peut lui appliquer 'opération R,
qui consiste a prendre la réalisation topologique (ou plutét comme ensemble simplicial) de
(98] des m-précats By, pour |M| = n (on garde les ensembles discrets By, pour [M| < n).
Le résultat est une n-précat de Segal $>,(B). Si A est une n-catégorie de Segal n’ayant
que des ensembles simpliciaux m-tronqués dans I'image du foncteur

(M — Ayy) - (O7)° = EnsSpl

considéré ci-dessus, alors R,11,,0A4 est équivalente a A. Si A ne vérifie pas cette condition
de troncation alors cette construction a pour effet d’opérer la troncation de Postnikov sur
les ensembles simpliciaux. D’autre part, si A est une n + m-catégorie n-groupique (i.e.
ou les i-fleches sont inversibles & homotopie pres pour i > n), alors II,, o B>, (A4) est
équivalente a A. Dans le cas contraire on obtient ainsi le complété n-groupique de A
(i.e. le morphisme universel de A vers une n + m-catégorie n-groupique), analogue du
“groupe-complété” d’un monoide simplicial en topologie algébrique (qui est le cas n = 0).

La construction A — II,, o A est a homotopie pres compatible avec les coproduits.
Si A — B est une cofibration (i.e. injection, cf. la définition ci-dessous) et A — C
un morphisme de n-précats de Segal, le coproduit B U4 C' est un coproduit d’ensembles
simpliciaux objet-par-objet au-dessus de ©™. On peut donc appliquer le théoreme de
Seifert-Van Kampen pour II,, de [94], objet-par-objet au-dessus de ©", pour obtenir
I’équivalence

(I, 0 B) U4 (1, 0 C) 5 T, o (BUA C).

Dans le méme ordre d’idées on remarque que si A est un n-précat de Segal alors il y a
une équivalence naturelle de m-catégories de Segal

o

I1,, o SeCat(A) — Cat(Il,, o A).
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On peut modifier le paragraphe sur I'opération II,, o A pour obtenir un passage des
n-catégories de Segal aux n 4+ m-catégories de Segal. Pour cela, on doit d’abord définir
un II,, s.(X) pour tout espace topologique X, qui sera une m-catégorie de Segal. Pour
m = 0 c’est tout simplement 1’ensemble simplicial “complexe singulier” Sing(X). Pour
m général nous appliquons d’abord le foncteur  défini par Tamsamani [98], m fois itéré
comme dans [98], ce qui donne un foncteur

Q™(X): 0™ — Top.
Ensuite on compose avec le foncteur Sing pour obtenir
I, 5¢(X) := Sing Q™(X).
Maintenant si A est une n-précat de Segal on la considére comme un foncteur
0" — EnsSpl

qu’'on compose d’abord avec la réalisation | |, puis avec le foncteur II,, s.. On notera
II,, s 0 A le résultat de cette construction. C’est une n 4 m-précat de Segal. De méme
si B est une n + m-précat de Segal on peut définir sa réalisation en degrés > n Rs,(B).
On a I’équivalence

A= R, (Il 00 A)

(sans condition de troncation sur A cette fois-ci). Si de plus B est n-groupique, alors on a
B =11, scoR>,(B). Et de nouveau, dans le cas général, II,, 5. o R>,,(B) sera le complété
n-groupique de B.

On a enfin la formule

(Hm,Se [e] B) U(Hm,SeoA) (Hm,Se O C) =~ Hm,Se o) (B UA C)

Induction

Une n-précat (non de Segal) A peut étre considérée comme une m-précat de Segal
pour tout m > n, qu'on peut noter Ind"™%¢(A) avec

I”dnm’se(A)kl,...,k = Apy ok

m+1 n

pour (ki,..., kny1) € A™HL

Avertissement: Si A est une n-précat alors SeCat(Ind™5¢(A)) n’est pas en général
équivalente & Ind™%¢(Cat(A)). On a cette équivalence seulement si A est déja une n-
catégorie.
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D’autre part il faut remarquer que si A est une n-catégorie (non de Segal) alors
Ind™5¢(A) est d’emblée une m-catégorie de Segal.

Pour toutes ces raisons, on utilisera cette opération “d’induction” le plus souvent avec
un argument A qui est déja une n-catégorie.

Le cas qu’on rencontrera le plus est celui ou Y est une 1l-catégorie, qu’on considere
comme 1-précat en prenant son nerf vY. Alors pour tout n > 1 on dispose de la n-
catégorie de Segal Ind™%¢(vY).

En pratique on confondra Y avec la n-catégorie de Segal induite.

Troncation

Dans le cadre des comparaisons ci-dessus, on définit maintenant une troncation A +—
T<n(A) pour les m-catégories de Segal. Le résultat est une n-catégorie (non de Segal). Si
n > m on pose

T<n(A) =1, 0 A

avec les notations introduites plus haut. En particulier on a
T<m(A) =m0 A.

Pour n < m on pose
T<n(A) = T<n(T<m(4)),

ou la troncation 7, de droite est la troncation qui transforme une m-catégorie en n-
catégorie (voir [98]). En termes des définitions précédentes, on a

T<n(A)y = Ay pour [M| <n, 7T<p(A)m = 7<0(Amy) pour |M|=n.

Cette troncation est essentiellement la “troncation de Postnikov”. Si on veut con-
sidérer que nos m-catégories de Segal A sont en fait des oo-catégories, on peut préferer la
notation 7<,(A) a la notation II,,_,, o A.

Lemme 2.4 Un morphisme A — B de m-catégories de Segal est une équivalence si et
seulement si T<,A — T<, B est une équivalence de n-catégories pour tout n.

Preuve: C’est vrai pour m = 0 i.e. pour les ensembles simpliciaux, et on obtient le cas
général par une récurrence évidente. O

Soit A une m-catégorie de Segal. On dira que A est contractile si le morphisme
canonique A — x est une équivalence. On dira que A est 0-tronquée si A est une réunion
disjointe de m-catégories de Segal contractiles (ici la réunion peut éventuellement étre
vide). Soit n < m; on dira que A est n-tronquée si pour tout M avec |M| =n, la m — n-
catégorie de Segal Aj;/ est O-tronquée. Enfin, soit n > m; on dira A est n-tronquée si
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pour tout M avec |M| = m, '’ensemble simplicial Ay, est n —m-tronqué (i.e. ses groupes
d’homotopie s’annulent en tout degré i > n — m).
Pour n > m on a un morphisme naturel

Hn—m,Se cA— TSR(A)'

En revanche, pour n < m il n’existe pas en général de morphisme A — Ind™%(7<,(A)) (ni
dans 'autre sens). Ceci résulte de l'existence possible de i-fleches non-inversibles (la notion
d’intérieur introduite ci-dessous permettra de contourner cette difficulté). Cependant, si
A est n-tronquée alors on a une équivalence naturelle

A S Ind™% (1<, (A)).

En fait, on peut vérifier qu'une m-catégorie de Segal A est équivalente a une de la forme
Ind™3¢(B), ot B est une n-catégorie, si et seulement si A est n-tronquée.

L’intérieur

La réalisation fournit un moyen de passer d'une n-précat de Segal a un ensemble
simplicial; ca correspond essentiellement a inverser toutes les fleches pour obtenir un
oo-groupoide qu’on peut voir comme un ensemble simplicial. Cette opération est assez
brutale et n’est guere compatible avec les questions de descente. On introduit ici une
construction duale (en un sens assez faible), l’intérieur d'une n-précat de Segal, qui est
bien mieux adaptée aux questions de descente et qui va nous permettre de dévisser de
fagon récurrente la notion de champ en termes d’ une notion déja bien connue pour les
préfaisceaux simpliciaux.

Si A est une n-catégorie de Segal, on définit lintérieur de A notée A™Y d’abord
comme la sous-n-catégorie de Segal de A contenant seulement les i-fleches inversibles a ho-
motopie pres. Plus précisément on dira qu'une i-fleche a € A;: est inversible a homotopie
pres si 'image de a dans 7<;A est une i-fleche inversible (rappelons que la composition
des i-fleches dans la i-catégorie 7<;A est bien définie, associative, etc.). L’intérieur A"
de A est la sous-n-précat de Segal définie par la condition que a € Ay est dans Aﬁ(}t’o/ si
et seulement si f*(a) est une i-fleche inversible & homotopie pres, pour tout morphisme
f:1"— M de ©"t! pour i < n. On voit que A" est une n-catégorie de Segal, et plus
précisément un n-groupoide de Segal. On introduit maintenant

int,0 .__ int,0’
A0 R At

qui est un ensemble simplicial. Cette derniere transformation ne change pas grand-chose
car A0 est déja un n-groupoide de Segal, et en particulier II,, g, 0 A0 est équivalente
A A’int,O’.
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En termes d’oo-catégories, A" est I’oo-groupoide universel muni d’un morphisme
vers A.

Plus généralement on définit I’intérieur k-groupique A™* dune n-catégorie de Segal
A, pour tout k < n. D’abord on définit A"+ C A comme la sous-n-précat de Segal avec
a € Ay contenu dans Aﬁ\’/}t’k, si et seulement si f*a est une i-fleche inversible & homotopie
prés pour tout morphisme f : 1° — M avec k < i < n. Autrement dit, c’est seulement
pour ¢ > k qu’ on ne conserve que les ¢-fleches inversibles a homotopie pres. Ici encore,
on vérifie que A™F est une n-catégorie de Segal k-groupique (i.e. dont les i-fleches sont
inversibles & homotopie pres pour ¢ > k). Comme précédemment, on introduit

. o
Amt,k — %ZkAmt,k 7
qui est une k-catégorie de Segal. On a
. o
Hn—k,Se o Aznt,k ~ Amt,k )

En termes d’oco-catégories, A"* est 1’ co-catégorie k-groupique universelle munie d'un
morphisme vers A.

Si on veut appliquer ces constructions a une n-précat de Segal il faut d’abord appliquer
Popération SeCat pour avoir une n-catégorie de Segal (le cas échéant, ceci sera sous-
entendu dans la notation: A™* := SeCat(A)mH*).

Pour k < I < n on a (AMbl)intk — Aintk § une équivalence—qu’on omettra de
mentionner—pres. D’autre part on a

Tgm(Amt’k) _ TgmA

pour m < k, et ' '
Tgm(A'mt,k) — (Tgm)'mt,k

pour k < m. Si A — B est une équivalence de n-catégories de Segal alors il en est de
méme de A% — Bk De plus, A est k-groupique si et seulement si A™F — A est
une équivalence.

Enfin, on peut utiliser ces constructions pour relier une n-catégorie de Segal A a sa
troncation 7<;(A). Rappelons que pour k£ > n on a déja un morphisme II;_, g. 0 A —
T<k(A). Si de plus £ < n, on a un couple de morphismes

ank,Se o A’mt’k — A

et .
Amt’k — Tgk(A).
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Comment obtenir une structure de catégorie de modeles fermée

Avant d’aborder la preuve du théoreme 2.3, nous extrayons de [63], [46], [59], et plus
spécialement de Dwyer-Hirschhorn-Kan [30] un énoncé qui exprime exactement ce qu’il
faut démontrer pour obtenir une structure de catégorie de modeles fermée comme dans
2.3. Un énoncé de méme nature se trouve dans le livre de Hovey ([60] Theorem 2.1.11).

Soit M une catégorie et C' C M une sous-catégorie (i.e. classe de morphismes). Soit
encore I C C' un sous-ensemble de morphismes. On dit que I engendre C si, pour tout
morphisme f : B — B’ de M, la propriété de relevement [83] vis-a-vis des morphismes
de I assure la propriété de relevement vis-a-vis de tous les morphismes de C' —i.e. pour
tout diagramme

F — B
{ {
E = B

avec £ — E' dans C, le morphisme diagonal existe.

On va mentionner, sans donner de définition, la propriété pour I de permettre ’ar-
gument du petit objet (“small objet argument”), cf [59] [46] et particulierement [30], 7.3.
On note que si M admet un foncteur “ensemble sous-jacent” M — Ens convenable, alors
tout sous-ensemble I de morphismes permet ’argument du petit objet ([30] 8.5, [59]). Ce
sera le cas dans tous les exemples qu’on va considérer. En fait, dans ce cas on pourra
dire que toute sous-catégorie C' C M qui est définie par des conditions ensemblistement
raisonnables, aura un sous-ensemble générateur I C C' permettant 'argument du petit
objet—voir par exemple Pargument de Jardine [63]. De fagon générale nous ne donnerons
pas de preuve pour ce type de condition.

Expliquons maintenant comment nous allons parler de “propriété de relevement”. Il
y a deux cas: soit on se donne le morphisme B — B’ et on veut avoir la propriété de
relevement dans le diagramme ci-dessus pour tout morphisme £ — E’ dans une certaine
classe; soit on se donne £ — E’ et on veut avoir la propriété pour tout B — B’ dans
une certaine classe. Au lieu de faire la distinction en parlant de “relevement a gauche” et
“relevement a droite” (comme le fait Quillen [83]—mais nous n’arrivons pas a retenir ou
est la gauche dans cette affaire) nous laisserons au lecteur le soin de déduire du contexte
ce qu’on veut dire, sachant que les “cofibrations” sont toujours a gauche et les “fibrations”
a droite dans ce genre de diagramme.

On rappelle la notion de catégorie de modeles fermée engendrée par cofibrations de
Hirschhorn [59] [30]: c’est une cmf M, admettant toutes les limites et colimites, et telle
que les sous-catégories cof C M et cof N W C M de cofibrations et de cofibrations
triviales admettent des ensembles générateurs permettant 'argument du petit objet.

On donne ici une version du lemme de reconnaissance ([30] 8.1, qu’ Hirschhorn at-
tribue a Kan cf [59]). Notre version n’est pas la plus générale, mais en revanche integre
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quelques remarques-clés qui se trouvent seulement plus loin dans [30], au moment de
la démonstration de la structure de cmf pour les catégories simpliciales ([30] 48.7). Le
lemme et sa preuve sont contenus implicitement dans 'argument de Jardine [63] et c’est
par ailleurs plus ou moins sous cette forme que le deuxieme auteur a recopié I’argument de
Jardine dans [94]. D’autre part, ’argument se trouve (éparpillé) dans [46], ou encore (avec
une liste analogue d’axiomes) dans [47]. Voir également I’énoncé de Hovey [60] 2.1.11.
Nous conseillons au lecteur qui veut comprendre cette démonstration, de se reporter aux
références [59] [30] [63] [46] [47] [60].

Le lemme suivant se trouve donc entierement dans les références ci-dessus.

Lemme 2.5 Soit M une catégorie avec deux sous-catégories W C M et cof C M dites
d’equivalences faibles et de cofibrations (et on dit que cof N W est la sous-catégorie des
cofibrations triviales). Supposons que:
(0) M admet toutes les limites et colimites indexées par des petites catégories;
(1) tout rétracte d’un morphisme de W (resp. de cof) est dans W (resp. dans cof);
(2) W satisfait “trois pour le prixz de deuz”: si deuzx parmi f, g, fg sont dans W alors
le troisiéme aussi;
(8) tout morphisme qui posséde la propriété de relévement par rapport aux morphismes
de cof, est dans W,
(4) cof admet un sous-ensemble générateur I C cof permettant l'argument du petit
objet;
(5) de méme, cof N W admet un sous-ensemble générateur J C cof N'W permettant
l’argument du petit objet;
(6) cof est stable par coproduit (i.e. si A — B est dans cof et A — A’ est quelconque,
alors A’ — B UA A’ est dans cof) et par colimite séquentielle transfinie (voir [59] [30]
pour la définition); et
(7) de méme, cof N W est stable par coproduit et colimite séquentielle transfinie.

Alors, en notant fib C M la sous-catégorie dite “des fibrations” €égale a la classe des
morphismes qui possedent la propriété de relévement par rapport aux cofibrations triviales,
(M, W, cof, fib) est une catégorie de modéles fermée engendrée par cofibrations.

Preuve: On applique le critére de reconnaissance ([30] 8.1) (dont on adopte les notations
pour la présente preuve). Le fait que I engendre cof en notre sens (4), implique cof C I-
cof. Dans l'autre sens, d’apres ([30] 7.3 (ii)), les morphismes de I-cof sont retractes
de limites séquentielles de coproduits par des morphismes de I; donc par nos conditions
(1) pour cof et (6), on a I-cof C cof et donc I-cof = cof. De méme en utilisant nos
propriétés (5) et (1) pour cof + (7), on a J-cof = cof NW. Ceci nous donne les premieres
conditions de [30] 8.1 (ii) et (iii), i.e. que J-cof = I-cof N W. Les conditions du début
de ([30] 8.1) sont notre (1) pour W et notre (2). La condition ([30] 8.1 (i)) résulte de (4)
et (5). Enfin notre (3) donne I-inj C W, et comme le relevement pour I (resp. J) est
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équivalent au relevement pour cof (resp. cof NW), il est clair qu’on a I-inj C J-inj.
Ceci donne la deuxieéme partie de ([30] 8.1 (ii)), & savoir I-inj C J-injN W. O

Remarque: 11 résulte immédiatement de la définition de [59] [30] que si (M, W, cof) est
une catégorie de modeles fermée engendrée par cofibrations, alors les propriétés (0)—(7)
sont satisfaites. Il peut étre utile de noter que la partie de la définition de cmf engendrée
par cofibrations qui va au-dela des axiomes de Quillen, consiste en: (0) pour les limites
et colimites infinies; (4) et (5); et (6) et (7) pour les limites séquentielles.

Remarque: Lorsque nous appliquerons ce lemme, nous ne vérifierons pas les conditions
(4) et (5), qui seront conséquences de 'existence d'un foncteur “ensemble sous-jacent” et
du fait que cof et W seront (ensemblistement) raisonnables. Voir dans Jardine [63]
la technique nécessaire pour obtenir une démonstration rigoureuse de (4) et (5) dans
notre type de situation (il traite le cas des préfaisceaux simpliciaux mais sa technique
est tres générale). D’autre part, les cofibrations seront en général simplement les mor-
phismes qui induisent des injections sur les ensembles sous-jacents; donc (1) pour cof et
(6) seront évidents. L’existence de limites et colimites sera une conséquence immédiate de
la définition de la catégorie M (généralement comme catégorie de préfaisceaux d’ensembles
sur une certaine catégorie). En somme, nous vérifierons seulement (1) pour W, (2), (3)
et (7). La principale difficulté sera constituée par (7).

Démonstration du théoréme 2.3

On pourrait simplement recopier la démonstration de [94] en remplagant “n-précat” par
“n-précat de Segal”. Nous allons indiquer cependant comment obtenir la démonstration
en utilisant le lemme 2.5 et en utilisant directement une partie des résultats de [94], sans
tout recopier. Au passage, la présente démonstration améliore celle du §6 de [94] en
remplacant 'argument ad hoc pour la condition CM5(2) par la condition (3) du lemme
2.5 (plus, implicitement, via ce lemme, ’argument du petit objet).

Comme dans la remarque précédente, les conditions (0), (1) pour cof, et (6) sont
immeédiates. Nous n’allons pas traiter les conditions (4) et (5) qui sont de nature ensemb-
liste. Il reste donc a traiter (1) pour W, (2), (3), et (7). Fixons n et traitons la catégorie
nSePC des n-précats de Segal.

Soit f : A — B un morphisme de n-précats de Segal. Supposons que f est rétracte
d’une équivalence faible g. Alors SeCat(f) est rétracte de SeCat(g) et pour tout m,
I1,, o SeCat(f) est rétracte de II,, o SeCat(g). Ces derniers sont des morphismes de
n + m-catégories, donc la fermeture sous rétractes de la classe des équivalences entre
n -+ m-catégories ([94] §6) implique que II,, o SeCat(f) est une équivalence. Ce fait étant
vrai pour tout m, il s’ensuit que SeCat(f) est une équivalence donc, par définition, f est
une équivalence faible. Ceci prouve (1) pour W.
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De la méme fagon la propriété (2) “trois pour le prix de deux” est une conséquence
immédiate (via la construction II,,,0SeCat) de la méme propriété pour les n+m-catégories
pour tout m ([94] Lemma 3.8).

Pour la propriété (3), si n = 0, la propriété (3) est bien connue pour les ensembles
simpliciaux; on suppose donc n > 1, et on suppose que (3) est connu pour n—1. Supposons
qu’un morphisme f : A — B dans nSeP(C satisfait la propriété de relevement par rapport
a toute cofibration £ — E’. Avec la cofibration () — % on obtient que f est surjectif
sur les objets. On rappelle maintenant une construction de [95] qui sera utilisée souvent
au travers du présent papier. Si E est une n — l-précat on définit la n-précat Y (FE) avec
deux objets T(E)o = {0, 1} et avec

T(E)p/(xo,--.,%p)

égal a Esizg = ... =2; =0et ;41 = ... =2, =1 (0 < i < p); égal a % si
Tg=...=x,=00uxy=...=x,=1; et égal a () sinon. Un morphisme Y(E) — A n’est
rien d’autre qu'une paire d’objets (z,y) € Ag x Ap munie d'un morphisme £ — A;,(z,y).
On revient & la démonstration de la propriété (3). La propriété de relevement pour f vis-a-
vis de toute cofibration, s’applique en particulier & T(E) — YT(E’) pour toute cofibration
E — E' de n — 1-précats de Segal. Ceci implique que si x,y € Ag alors le morphisme

Al/(xa y) — Bl/(xa y)

de n — 1-précats de Segal, a la propriété de relevement pour toute cofibration de n — 1-
précats de Segal. La propriété (3) en degré n—1 implique que A;,(z,y) — By/(x,y) est une
équivalence faible. Le méme type d’argument (en utilisant la variante de la construction
T(E) notée [p|E dans [95] 2.4.5) montre que

Ap/(xo, ... xp) = Bp/(f(xo), ..., f(zp))

est une équivalence faible. Il résulte clairement de la description de SeCat comme com-
posée d’opérations de la forme Fiz et Gen|m] (voir les remarques suivant le lemme 2.2),
que SeCat(A)i/(x,y) = SeCat(B)1,(f(x), f(y)) est une équivalence. Donc SeCat(f) est
pleinement fidele, donc c’est une équivalence, et f est une équivalence faible. Ceci donne
la propriété (3).
Pour la propriété (7), soit
B+ A—=C

un diagramme ou A — B est une cofibration triviale. Comme on ’a remarqué ci-dessus,
le théoreme de Seifert-Van Kampen, Theorem 9.1 de [94], donne une équivalence

(I,,, 0 B) U4 (T, 0 C) 5 I, o (BUA C).
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La propriété de préservation des cofibrations triviales par coproduit dans le cadre des
n + m-précats non de Segal ([94] Lemma 3.2) implique donc que

I,,0C — I, 0o (BU*C)

est une équivalence faible. Ce fait étant vrai pour tout m, il s’ensuit que C' — B UA C
est une équivalence faible (il convient de rappeler ici que par convention nous avons
précomposé 1'opération I, par SeCat). Ceci donne (7). O

Classes d’homotopie de morphismes

On rappelle (Quillen [83]) que si M est une catégorie de modeles fermée et si W C M
est la sous-catégorie dont les morphismes sont les équivalences faibles, alors la catégorie

localisée
Ho(M) := WM

au sens de Gabriel-Zisman [41] possede d’autres descriptions utiles. Soient M., My et M.;
les catégories d’objets cofibrants, fibrants et cofibrants et fibrants, respectivement. Soient
We, Wy et W,y les intersections de W avec celles-ci. Alors les localisés WC_IMC, WJT S\ J;
et Wc}lMcf sont toutes trois équivalentes (via les foncteurs induits par les inclusions)
a Ho(M). Si on note mM.s la catégorie dont les objets sont les objets de M.; et les
ensembles de morphismes sont les ensembles de classes d’homotopie de morphismes de
M. [83], alors mM.s est aussi équivalente & Ho(M). Plus généralement, pour A, B € M,
si on choisit des équivalences faibles A’ = A et B = B’ avec A’ cofibrant et B’ fibrant,
alors Hompen)(A, B) est I'ensemble de classes d’homotopie de morphismes A" — B'.
Suivant Quillen [83], on va adopter la notation

[A, B] = HomHO(M) (A, B)

pour 'ensemble des morphismes de A vers B dans Ho(M), avec A,B € Ob(M). En
résumé, si A est cofibrant et B fibrant alors tout élément de [A, B] provient d’un mor-
phisme A — B de M, et deux tels morphismes donnent le méme élément de [A, B] si et
seulement s’ils sont homotopes au sens de [83].

On applique ceci avec M = nSePC. Dans ce cas, on a un objet I, la catégorie
avec deux objets 0,1 liés par un isomorphisme, considéré comme n-catégorie de Segal
(voir la rubrique “Induction” ci-dessus). Cet objet sert d’intervalle, i.e. pour tout objet
A € nSePC, A x T est un objet “A x I” au sens de Quillen [83] et pour B fibrant,
deux morphismes f,g: A — B sont homotopes si et seulement s’il existe un morphisme
h:AxI— B avec hlaxfoy = f et hlaxpiy = g. Si A et B sont deux objets de nSePC
alors on peut calculer

[A, B] = HomHO(nSepc) (A, B)
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en choisissant une équivalence faible B — B’ vers un objet fibrant et (grace au fait que A
est automatiquement cofibrant) en prenant 1’ensemble des morphismes A — B’ modulo
la relation d’homotopie explicitée plus haut a 'aide de I.
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3. Les n-préchamps de Segal

Soit maintenant X un site, i.e. une catégorie munie d’une topologie de Grothendieck.
Rappelons que ceci veut dire une collection de cribles B C X'/ X, avec X variable, vérifiant
certains axiomes (voir [3] [72] [87]).

Un n-préchamp de Segal au-dessus de X est un foncteur de X° dans la catégorie
nSePC' des n-précats de Segal, autrement dit c’est un préfaisceau de n-précats de Segal
sur X. Par exemple pour n = 0 c’est simplement un préfaisceau d’ensembles simpliciaux
sur X.

On note nSePCh(X) ou simplement nSePCh la catégorie des n-préchamps de Segal
au-dessus de X avec les morphismes respectant strictement la structure (i.e. les mor-
phismes de préfaisceaux a valeurs dans nSePC)).

Insistons sur le fait qu’il s’agit de foncteurs stricts de X° vers la 1-catégorie nSePC
ou les morphismes sont les morphismes de n-précats de Segal respectant strictement la
structure; en particulier on ne considére pas pour le moment de “préfaisceaux faibles” ou
“laches”. Ceci sera justifié ultérieurement par le théoreme 12.1 et en particulier sa partie
“strictification” qui est, en fait, le corollaire 18.5.

On peut appliquer 'opération 7<,, a un n-préchamp de Segal A: d’abord on remplace
chaque A(X) par la n-catégorie de Segal SeCat(A(X)) et ensuite on applique objet-par-
objet la troncation 7, décrite dans la section précédente.

Pour n = 0 on dispose de la catégorie de modeles fermée de Jardine [63] des pré-
faisceaux simpliciaux: les cofibrations sont les injections, les équivalences faibles sont celles
d’Illusie [62], et les fibrations sont déterminées par la propriété de relevement. Jardine
montre dans [63] que ces trois classes donnent une structure de catégorie de modeles
fermée.

Pour n > 0 on va suivre le fil de 'argument de Jardine [63] (qui est en quelque
sorte résumé dans le lemme 2.5). Pour commencer, on impose—comme Jardine—que les
cofibrations de n-préchamps de Segal soient les injections, i.e. les morphismes A — B tels
que A(X) — B(X) soit une cofibration pour tout X € X.

La différence principale avec [63] est qu’il faut donner une définition récursive (sur
n > 0) de l'équivalence faible. On dira qu'un morphisme A — B de n-préchamps de
Segal, ou tous les A(X) et B(X) sont des n-catégories de Segal, est une équivalence faible
si:

—pour tout X € X et tout z,y € Ay(X) le morphisme

Al/(muy) — Bl/(muy)

est une équivalence faible de n — 1-préchamps de Segal au-dessus de X'/ X; et
—Tle morphisme de préfaisceaux d’ensembles 7<gA — 7<oB sur X induit une surjection
sur les faisceaux associés.
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On dira qu’un morphisme A — B de n-préchamps de Segal est une équivalence faible
si le morphisme SeCat(A) — SeCat(B) est une équivalence faible au sens de la définition
ci-dessus.

Rappelons que pour n = 0 on a pris I’équivalence d’Illusie comme notion d’équivalence
faible (les définitions ci-dessus n’ayant pas vraiment de sens). On peut observer que ce
choix est compatible avec la construction Il,, s © A et I'opération de troncation, voir le
lemme 3.6 et le corollaire 3.7 ci-dessous.

Un morphisme de n-préchamps de Segal est une fibration s’il possede la propriété de
relevement vis-a-vis des cofibrations triviales.

Comparaison avec la topologie grossiere: Notons G la topologie de Grothendieck donnée
sur X pour la distinguer de la topologie grossiere. On rappel que la topologie grossiere
est celle ou la seule crible recouvrant X € X est B = X/X (autrement dit pour qu’une
famille recouvre X il faut qu’elle contient X). On utilisera souvent cette topologie donc
il convient de comparer les notions principales pour G et pour la topologie grossiere. La
classe des cofibrations ne dépend pas de G. Soit f : A — B un morphisme de n-préchamps
de Segal. Alors:

—f est une équivalence faible pour la topologie grossiere si et seulement si pour tout
X € X, A(X) — B(X) est une équivalence faible de n-précats de Segal;

—si f est une équivalence faible pour la topologie grossiere alors f est une G-équivalence
faible;

—si f est une G-fibration alors f est une fibration pour la topologie grossiere;

—si f est une fibration pour la topologie grossiere alors chaque fx : A(X) — B(X) est
une fibration de n-précats de Segal;

—(ici on utilise le Théoreme 3.1 ci-dessous) f est une G-fibration triviale si et seulement
si f est une fibration triviale pour la topologie grossiere.

On revient maintenant a la considération de notre site X avec sa topologie G.

Théoréme 3.1 La catégorie nSePCh(X) des n-préchamps de Segal avec les trois classes
de morphismes (cofibrations, G-équivalences et G-fibrations) est une catégorie de modéles
fermée.

Pour n = 0 c’est le théoreme de Jardine [63], Joyal [65], K. Brown [19]. On peut donc
supposer n > 1 et supposer par récurrence que le résultat est vrai pour n — 1.

Pour la démonstration du Théoreme 3.1 on aura besoin de la notion suivante. Soit
f : A — B un morphisme de n-préchamps de Segal. On dira que f est une équivalence
préliminaire si:
—Ile morphisme de préfaisceaux d’ensembles Ay — By induit un isomorphisme entre les
faisceaux associés; et
—pour tout X € X et pour chaque suite d’objets o, . .., Z,, € Ag(X) le morphisme

Any(20,- -3 Tm) = By (f(20), .-, f(Tm))
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est une équivalence faible de n — 1-préchamps de Segal sur X'/ X.

Lemme 3.2 Soit

A 5 B
} \J
A 5 B

un diagramme commutatif de morphismes de n — 1-préchamps de Segal, ot B et B' sont
des préfaisceauxr d’ensembles. Supposons que le morphisme vertical de droite (qu’on note
g) induit un isomorphisme entre les faisceaux associés. Alors le morphisme A — A’ est
une équivalence faible de n — 1-préchamps de Segal si et seulement si pour tout X € X et
z € B(X) le morphisme p~*(x) — ¢ ' (g(z)) est une équivalence faible de n—1-préchamps
de Segal.

C’est une conséquence directe de la définition de 1’équivalence faible. O

Corollaire 3.3 Un morphisme A — B de n-préchamps de Segal est une équivalence
préliminaire si et seulement si pour tout m € A le morphisme A,,) — B, den — 1-
préchamps de Segal est une équivalence faible. Dans ce cas les morphismes

Al/ XAg -+ XAoAl/ —>Bl/ XBy -+ XBy Bl/
sont aussi des équivalences faibles.

On note que pour m = 0 c’est la premiére condition pour une équivalence préliminaire;
)
pour la deuxieme condition on applique le lemme précédent. O

Lemme 3.4 Soit f : A — B une équivalence préliminaire de n-préchamps de Segal.
Alors f est une équivalence faible de n-préchamps de Segal.

Preuve: Le cas ou les A(X) et B(X) sont des n-catégories de Segal est immédiat. Il
suffit donc de prouver que si f est une équivalence préliminaire alors il en est de méme
de SeCat(f) : SeCat(A) — SeCat(B). Pour ceci on analysera les étapes décrites dans
[94] pour passer de A a SeCat(A) (la discussion de [94] pour l'operation Cat s’adapte
directement pour l'opération SeCat, comme on I’a rappelé au §2). En outre, il s’agit ici
de préfaisceaux de n-précats de Segal sur X'; 'opération SeCat est faite objet-par-objet
(elle est fonctorielle). La construction SeCat est obtenue en itérant les constructions
notées Fiz et Gen[m| dans [94] et au §2 ci-dessus. L’opération Fiz préserve le type
d’équivalence faible des A,,; donc il est clair qu'elle préserve la condition d’étre une
équivalence préliminaire. Il s’agit donc de traiter de Gen[m)|.
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L’opération Gen[m| comporte d’abord une étape notée A — A’ dans [94], qui préserve
le type d’équivalence faible des A,,. Nous pouvons donc ignorer cette opération et noter
encore A (resp. B) son résultat.

Ensuite on considere un diagramme de la forme

Am/ — g[m](A) i> Al/ XAg -+ XA Al/

ol g est une cofibration triviale de n-préchamps de Segal objet-par-objet (i.e. pour la
topologie grossiere). (NB la notation G[m| n’a pas de lien avec la notation G pour la
topologie de Grothendieck, on garde G[m| seulement pour respecter les notations de [94].)
Maintenant Gen[m|(A),, est le coproduit de A, et A,,, — G[m|(A) pour divers mor-
phismes A,,; — A,/ induits par divers morphismes p — m. La stabilité des cofibrations
G-triviales par coproduit avec des objets cofibrants, pour les n — 1-préchamps de Segal,
est une conséquence du Théoreme 3.1 pour n — 1, via le lemme de Reedy [86]. Donc le
fait que les morphismes

Glm|(A) — G[m](B)

et
Ap/ - Bp/

soient des équivalences faibles de n — 1-préchamps de Segal implique qu’il en est de méme
de Gen|m|(A),) — Gen[m|(B),;. On obtient par le corollaire 3.3 que Gen|m|(4) —
Gen|m|(B) est une équivalence préliminaire. En observant que 1’équivalence faible des
n — 1-préchamps de Segal et donc I’équivalence préliminaire des n-préchamps de Segal est
préservée par colimite filtrante, on obtient que SeCat(A) — SeCat(B) est une équivalence
préliminaire, donc une équivalence faible. O

Lemme 3.5 La propriété d’étre une équivalence faible est locale: si f : A — B est un
morphisme de n-préchamps sur X /X et si B C X/X est un crible couvrant X alors f
est une équivalence faible si et seulement si pour tout Y € B, f|x/v est une équivalence

faible.

Preuve: On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 0 c’est une conséquence directe de
la définition d’Illusie. Si on suppose que c’est vrai pour n — 1 alors il suffit (au vu de la
définition d’équivalence faible) d’observer que le fait que 7<pSeCat(A) — 7<(SeCat(B)
induise une surjection sur les faisceaux associés est une propriété locale; ce qui est évident
(on utilise ici les axiomes d’une topologie de Grothendieck). O

Démonstration du théoréme 3.1: Notre preuve est modélée sur 'argument de Jardine
[63] et nous appliquons donc notre lemme 2.5.
La propriété (0) est immédiate.
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I1 est facile de voir que les équivalences faibles sont stables sous rétractes, par récurren-
ce sur n (le cas n = 0 est conséquence directe de la définition d’équivalence faible d’Illusie).
La stabilité des cofibrations sous rétractes est immédiate, ce qui donne la condition (1)
de 2.5.

Pour la propriété “trois pour le prix de deux” ((2) du 2.5), soient f : A — B et
g : B — C deux morphismes. Il est immédiat que si f et g sont des équivalences faibles
alors g f aussi; et que si gf et g sont des équivalences faibles alors f aussi (on remarque que
la premiere condition pour g entraine que le morphisme 7<yB — 7<(C induit une injection
entre les faisceaux associés, donc la surjectivité essentielle de gf implique celle de f). 1l
faut montrer que si gf et f sont des équivalences faibles alors g est une équivalence faible.
La condition d’essentielle surjectivité est évidente; le probleme est la premiere condition
(voir la démonstration analogue dans [94], Lemma 3.8). Cette condition est facile & vérifier
pour des objets z,y € By(X) de la forme z = f(u) et y = f(v) avec u,v € Ag(X). Pour
le cas général, soient x,y € By(X). Alors pour tout Y dans une famille couvrante de X
on peut trouver des objets uy et vy dans Ay(Y') avec des équivalences

it fluy) =Zzly, j7: fluy) Zyly

(ce sont des 1-morphismes dans B(Y')). On peut dire que “la composition avec i et j”
induit une équivalence objet-par-objet entre By /(f(uy), f(vy))|x/v et Bi/(z,y)|x/v (pour
préciser ceci il faut une discussion analogue a celle précédant le Lemma 3.8 dans [94]). Le
fait que

o

By(f(uy), f(vy))lxyy = Cuy(gf(uy), gf(vy))|xy

soit une équivalence implique que

Byy(z,y)x/y — C1y(9(2), 9())| /v

est une équivalence. Ceci pour tout Y dans la famille couvrant X. Comme la condition
d’étre une équivalence faible est locale (lemme 3.5) on obtient que

Byy(z,y)|x/x = Cy(9(x), 9(y))|x/x

est une équivalence, ce qui est la condition cherchée.

Si B — B est un morphisme qui possede la propriété de relevement pour toute
cofibration A — A’, alors on obtient en particulier la propriété de relevement vis-a-vis des
cofibrations de la forme Cx — C’% ou Cx est le n-préchamp de Segal engendré librement
par une n-précat de Segal C' au-dessus d’un objet X € X'; et ce morphisme provient par
la méme construction d’une cofibration C' — C’. Un morphisme C'xy — B’ s’identifie a un
morphisme C' — B'(X), et donc pour tout X € X, B'(X) — B(X) possede la propriété
de relevement vis-a-vis des cofibrations de n-précats de Segal. Ceci implique (par 2.3)
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que B'(X) — B(X) est une équivalence faible, donc B’ — B est une équivalence faible
objet-par-objet i.e. pour la topologie grossiere. On obtient ainsi la condition (3) de 2.5.

Comme d’habitude nous laissons au lecteur les questions ensemblistes (4) et (5) de
2.5.

La stabilité des cofibrations par coproduit ((6) du 2.5) est immédiate. Il ne reste donc
qu’a démontrer la stabilité des cofibrations triviales par coproduit, la condition (7) de 2.5,
ce qui occupera le reste de la démonstration (nous laissons au lecteur le soin de vérifier
la stabilité des cofibrations triviales par limite séquentielle).

Soient A — B une cofibration G-triviale et A — C' un morphisme de n-préchamps de
Segal. Soit P := B U" C. On veut montrer que C' — P est une cofibration G-triviale.
Il suffit de montrer que SeCat(C) — SeCat(P) est une G-équivalence faible, or on sait
(Théoréme 2.3) que le morphisme

SeCat(B) U SeCat(C) — SeCat(P)

est une équivalence faible objet-par-objet. Le morphisme SeCat(A) — SeCat(B) est
encore une cofibration G-triviale. Quitte a remplacer A, B et C par SeCat(A), SeCat(B)
et SeCat(C') respectivement, on peut donc supposer que, pour tout X, A(X), B(X) et
C(X) sont des n-catégories de Segal.

On traite d’abord quelques cas particuliers.
Cas 1. On suppose que Ay — By induit un isomorphisme sur les faisceaux associés. Dans
ce cas, il est facile de voir que A — B est une équivalence préliminaire. Le résultat qu’on
est en train de démontrer, appliqué aux n — 1-préchamps de Segal et combiné avec le
Corollaire 3.3, implique que C' — BUA C est une équivalence préliminaire. Le Lemme 3.4
implique alors que c’est une équivalence faible.
Cas 2. On suppose que A — B est une équivalence faible et que pour tout X € X le
morphisme A(X) — B(X) est essentiellement surjectif. On commence par remarquer que
le présent Théoreme 3.1 est immédiat dans le cas de la topologie grossiere. Il en résulte

qu’il existe une factorisation
A— B — B

dans laquelle, pour la topologie grossiere, le premier morphisme est une cofibration et le
deuxiéme est une fibration triviale. Soit B” C B’ défini par la condition que pour tout
X € X, B"(X) C B'(X) est la sous-n-catégorie de Segal pleine ayant pour objets ceux
qui sont dans I'image de Aj. Le morphisme B”(X) — B(X) est encore essentiellement
surjectif et pleinement fidele (car B'(X) — B(X) est une équivalence de n-catégories de
Segal). Donc B” — B est une équivalence pour la topologie grossiere. Notre morphisme
se factorise a travers une cofibration A — B”. Le lemme de Reedy [86] (cf [59] [30] [60]
[46]), qui s’applique ici car tous les objets sont cofibrants, implique que le morphisme

B"UAC - BUAC
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est une équivalence pour la topologie grossiere. Il suffit alors de savoir que
C—B'UtC

est une équivalence faible. Le morphisme Ay — B{ est un isomorphisme (et A — B”
est une équivalence faible car B” est objet-par-objet équivalent a B), donc notre Cas 1
s’applique.

Fin de la démonstration: On traite maintenant le cas général (avec les mémes notations
B+ A — (). Soit Uy C By l'image de Ay. Soit U C B le sous-n-préchamp de Segal
plein ayant Uy comme ensemble d’objets. Par ailleurs, pour X € X, soit V(X)) le sous-
ensemble des objets de By(X) qui sont équivalents a un objet de Uy(X) et soit V C B
le sous-n-préchamp de Segal plein correspondant. Objet-par-objet, le morphisme U — V
est essentiellement surjectif et pleinement fidele, donc notre Cas 2 s’applique.

Le morphisme A — U est une équivalence faible et il est bijectif sur les objets; donc
le Cas 1 s’applique.

Enfin le morphisme de préfaisceaux d’ensembles Vj — By induit un isomorphisme
entre les faisceaux associés: l'injectivité découle du fait que le morphisme de préfaisceaux
est injectif; et la surjectivité découle du fait que tout objet de By(X) est localement
équivalent a un objet qui provient de Ay, donc aussi de Vj. Et donc le Cas 1 s’applique a
nouveau.

On a ainsi une suite de cofibrations

A—-U—=V =B

avec qui les coproduits induisent des équivalences faibles d’apres les cas 1, 2 et 1 respec-
tivement. Ceci prouve que le coproduit le long de A — B induit lui aussi une équivalence
faible. O

Compatibilité avec les troncations

Soit A un m-préchamp de Segal, et A — A’ un remplacement équivalent objet-par-
objet tel que les A’(X) soient des m-catégories de Segal (e.g. A’ est un remplacement
fibrant pour la topologie grossiére). On considere le n-préchamp sur X

TenA = X = 7, (A(X)).

On utilise ici le mot “n-précat” dans son sens de [94] et “n-préchamp” pour préfaisceau
de n-précats.

Remarque: cette construction a été noté 727 par le deuxieme auteur dans d’autres
papiers; en effet, dans ces papiers on avait réservé la notation T<p pour le champ associé
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(cf §9 et §13 ci-dessous) a 727 mais du point de vue qu’on adopte ici, un préchamp est
faiblement équivalent & son champ associé, et on n’a pas besoin de faire cette distinction
de notation. Il faudra cependant faire attention que si A est un champ (cf §9) alors 7, A
n’est plus forcement un champ.

Lemme 3.6 Soit f : A — B un morphisme de m-préchamps de Segal. Alors f est une
équivalence faible pour la topologie G si et seulement si, pour tout n,

T<n(A) = T<n(B)
est une G-équivalence faible de n-préchamps.

Preuve: On vérifie d’abord que si A et B sont des n-préchamps de n-groupoides alors
f: A — B est une équivalence faible (en utilisant notre définition pour les n-préchamps de
Segal) si et seulement si R>9A — R B est une équivalence faible d’'Illusie de préfaisceaux
simpliciaux. On montre ceci par récurrence sur n, on peut donc supposer que c’est vrai
pour n — 1. Pour z,y € Ag(X) on a

P&thx’yyfzoA = §)%20(141/(:1:7 y))

(objet-par-objet on déduit ceci de [98]), et la méme chose pour B. Grace a ’hypothese
de récurrence on obtient que

Ai/(z,y) = By(fz, fy)
est une équivalence faible si et seulement si
Path™RsgA — Path/™/VR-,B

est une équivalence faible d’Illusie. D’autre part le préfaisceau d’ensembles 7<¢A est
isomorphe au préfaisceau d’ensembles 7 o $0A, donc on obtient que

TS()A — TS()B
induit une surjection entre les faisceaux associés, si et seulement si
To © %ZOA — Tg O éRZ()B

induit une surjection entre les faisceaux associés. On conclut cette partie en remarquant
quun morphisme f : U — V de préfaisceaux simpliciaux est une équivalence faible
d'Tllusie, si et seulement si (a) pour tout z,y € Uy(X), Path®¥(U) — Path/®/¥(V) est
une équivalence faible d'Tllusie, et (b) le morphisme mgo U — oV induit une surjection
entre les faisceaux associés (’argument pour justifier cette remarque est immédiat).
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Maintenant on traite le lemme pour m = 0: soit f : U — V un morphisme de
préfaisceaux simpliciaux. On sait que la troncation de Postnikov F' — R7<,F respecte
les ; pour ¢ < n. Il s’ensuit que f est une équivalence faible d’Illusie si et seulement si

éRTSnU — §R7’§nV

est une équivalence faible d’Illusie pour tout n. En appliquant le résultat du paragraphe
précédent, on obtient que f est une équivalence faible d’Illusie si et seulement si

T<n(f) : T<U — 1<,V

est une équivalence faible pour tout n, ce qui donne le lemme pour m = 0.
On traite maintenant le cas général par récurrence sur m > 1; on suppose que le
résultat est vrai pour m — 1. Pour f: A — Bet x,y € A(X) on a

(T<nA)1/(z,y) = T<n-1(A1y(,9))

et de méme pour B (ces équivalences entrant dans un diagramme commutatif de naturalité
pour f). Les Ay/(z,y) sont des m — 1-préchamps de Segal. En utilisant I’hypothese de
récurrence, on obtient que

Ay/(x,y) = Byy(fz, fy)

est une équivalence si et seulement si
(T<nA)y(@,y) = (T<nB)1/(fz, fy)
est une équivalence pour tout n. D’autre part on a I'isomorphisme naturel
T<0A = T<o(T<n4).
Donc 7<gA — 7<oB induit une surjection entre les faisceaux associés si et seulement si
T<o(T<nA) = T<0(7<nB)

induit une surjection entre les faisceaux associés pour tout n. Ceci termine la preuve du
lemme. O

Corollaire 3.7 Soient m et n fixrés. Un morphisme f : A — B de m-préchamps de Segal
est une G-équivalence si et seulement si

Hn,Se o f : Hn,Se oA — Hn,Se oA

est une G-équivalence de n + m-préchamps de Segal.
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Compatibilité avec le produit fibré homotopique

La catégorie de modeles fermée ci-dessus est presque propre. Le seul probleme est que
nSePC elle-méme n’est pas propre (pour un contre-exemple, voir [94]). Les G-équivalences
sont préservées par produit fibré avec une fibration a condition que les valeurs des n-
préchamps de Segal considérés soient des n-catégories de Segal. Pour n = 0 (auquel cas
il n’y a pas de condition) le fait que la cmf des préfaisceaux simpliciaux est propre est
prouvé par Jardine dans [64].

En fait on a un énoncé un peu plus fort, a savoir la stabilité des G-équivalences par
produit fibré avec une fibration pour la topologie grossiere. Autrement dit, le produit
fibré homotopique pour la topologie grossiere préserve les G-équivalences. Cet énoncé a
été conjecturé pour n = 0 par C. Rezk dans un courrier éléctronique a P. Hirschhorn
[87]. Rezk montre la propriété analogue pour les préfaisceaux d’ensembles (i.e. le cas
des 0-champs non de Segal). Encore plus intéressant, Rezk montre, dans le cadre de
la localisation par une pré-topologie (i.e. collection de cribles) quelconque, que cette
propriété pour les “équivalences locales” est équivalente au fait que la pré-topologie soit
une topologie i.e. satisfasse aux axiomes pour une topologie de Grothendieck. Le lemme
suivant a donc été inspiré par cette lettre de Rezk et nous remercions P. Hirschhorn de
nous 'avoir fait suivre.

Lemme 3.8 Si A — B est une cofibration et A — C' une G-équivalence faible alors
B — BUAC est une G-équivalence faible. D’autre part, si f : F — E est une fibration
(méme seulement pour la topologie grossiére) et g : G — E est une G-équivalence faible,
et si G(X) et E(X) sont des n-catégories de Segal pour tout X € X alors F xg G — F
est une G-équivalence faible.

Preuve: La premiere partie est immédiate (c’est le “lemme de Reedy” [86] [30] [59]) car
tous les objets sont cofibrants.

Pour la deuxiéme partie, de facon générale, on notera F' x% G le produit fibré homo-
topique objet-par-objet; il s’identifie (objet-par-objet) au produit fibré ordinaire dans le
cas o F' — E est une fibration pour la topologie grossiere et les G(X) et E(X) sont
des n-catégories de Segal (voir [94] Theorem 6.7). L’opération de troncation préserve—
presque—Ile produit fibré homotopique en ce sens qu’on a une équivalence objet-par-objet

h h
Tgn—l(F X G) = T<n—1 (TgnF XTgnE TSnG> .

Cette formule se démontre pour les O-préchamps de Segal a ’aide de la suite exacte des
groupes d’homotopie pour le produit fibré homotopique d’espaces. On l'obtient ensuite
pour les n-préchamps de Segal par récurrence sur n (c’est le méme argument que ci-
dessous).
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En utilisant cette formule et le lemme 3.6, on se ramene au cas ou F, F' et G sont
des n-préchamps de Segal n-tronqués dont les valeurs sont des n-catégories de Segal
(ils correspondent en fait & des n-préchamps non de Segal). Et on va traiter ce cas par
récurrence sur n. Par exemple, s’il s’agissait au départ du cas des préfaisceaux simpliciaux,
on se ramene au cas des préfaisceaux simpliciaux qui sont n-tronqués objet-par-objet.

On suppose donc que E, F, G sont des n-préchamps de Segal n-tronqués, et que les
valeurs F(X), F(X) et G(X) sont des n-catégories de Segal; avec un morphisme f :
F — FE fibrant pour la topologie grossiere, et un morphisme g : G — E qui est une
G-équivalence faible. Le produit fibré homotopique objet-par-objet se calcule comme le
produit fibré habituel F' xg G. (Ici on utilise le théoreme 6.7 de [94] dans sa version
adaptée aux n-catégories de Segal).

Si (u,v) et (v',v") sont dans (F xg G)o(X) alors on a (en notant par w et w' leurs
images dans Fy(X)):

(F x5 G)iy((uw,v), (v, 0") = Fiy(u,v') X5, @ww) Gy (v,0).

Dans cette formule, a droite, les trois termes sont des n — 1-préchamps de Segal n — 1-
tronqués sur X'/X. Les morphismes structurels sont, d’une part une fibration pour la
topologie grossiere, et d’autre part une G-équivalence faible.

Par récurrence sur n on peut supposer que la premiere projection

(F XE G)l/((u7 U)a (u/7 Ul)) — Fl/(u7 u/)
est une G-équivalence faible. D’autre part
T<o(F X G) = (T<0F) X+ (T<0G)

est une surjection de préfaisceaux d’ensembles. La propriété en question pour les pré-
faisceaux d’ensembles (voir [87]) implique que le morphisme

(TSOF) XTgoE (TSOG) — TS()F
induit une surjection sur les faisceaux associés; donc
T<o(F Xy G) = 1<oF

induit également une surjection sur les faisceaux associés. On a vérifié tout ce qu’il faut
pour affirmer que F' x% G — F est une G-équivalence faible. O

Corollaire 3.9 Soit
F — FE + G

{ 4 4
' — B «+ &
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un diagramme ot les morphismes verticauz sont des G-équivalences faibles. Alors le mor-
phisme induit sur le produit homotopique objet-par-objet

Fxha—F xh G
est une G-équivalence faible.

Preuve: Ceci se démontre par un argument standard de Reedy. O

Au §9 (corollaire 9.6) on verra que le corollaire précédent implique que le produit fibré
homotopique objet-par-objet est stable par I'opération de passage au “champ associé”.
La question de Rezk était en fait posée sous cette forme.

Données de descente

Notons Ho(nSePCh(X#°)) la catégorie homotopique de la catégorie de modeles fer-
mée nSePCh pour X#°. Rappelons ([83]) qu’elle peut étre définie comme la localisée a
la Gabriel-Zisman [41] de nSePCh par rapport aux équivalences faibles (pour la topolo-
gie grossiere) ou également comme la catégorie dont les objets sont les n-préchamps de
Segal fibrants pour la topologie grossiere (et automatiquement cofibrants) et dont les mor-
phismes sont les classes d’équivalence de morphismes. En fait on dispose de l'intervalle I
(la catégorie avec deux objets 0,1 isomorphes) et comme tous les objets sont cofibrants,
deux morphismes f,g: A — B avec B fibrant, sont homotopes si et seulement s’il existe
h:AxI— B avec hlax{oy = f et hlaxpy = g

Soient A, B € nSePCh. On note

[A’ B] Xgro

I'ensemble de morphismes de A vers B dans Ho(nSePCh(X&7)).

De la méme facon on définit la catégorie homotopique Ho(nSePCh(X9)) pour la
topologie G, soit comme la localisée de Gabriel-Zisman de nSePCh par les G-équivalences
faibles, soit comme la catégorie des objets G-fibrants et classes d’homotopie de mor-

phismes. On note
[Aa B]Xg

'ensemble des morphismes de A vers B dans Ho(nSePCh(X9)).

Soit X € X et B C X/X un crible couvrant X. Soit A un n-préchamp de Segal sur
X. Soit x5 le n-préchamp sur B a valeurs la n-précat de Segal finale *. Une donnée de
descente pour A par rapport au crible B est un élément de I’ensemble

[*87 A|B]Bgro.
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On peut calculer cet ensemble de la fagon suivante. Soit A — A’ un remplacement fi-
brant pour la topologie grossiére. On verra dans la prochaine section que Alzg — A'|s
est un remplacement fibrant pour B#°. Donc une donnée de descente i.e. élément de
[*5, A|g]geo est un morphisme xz — A’|g, & équivalence pres (I’équivalence étant la re-
lation d’homotopie avec l'intervalle I par exemple). Par leger abus de notation on dira
qu'une donnée de descente est un morphisme *xz — A’|z.

Avec le foncteur p : B — X et la construction p, (voir §4 ci-dessous) on peut identifier
un morphisme xz — A’|g avec un morphisme pixg — A’. La n-précat de Segal pjxg sur
X (qui est en fait un préfaisceau d’ensembles sur X) sera aussi souvent notée *g, et avec
cette notation une donnée de descente pour A par rapport a 3 est un morphisme xz — A’
a équivalence d’homotopie pres.

Pour la question de “I’effectivité des données de descente” on s’intéresse aux données de
descente a homotopie pres; c¢’est pour cela qu’on utilise la catégorie homotopique ici pour
donner la définition de “I’ensemble des données de descente”. On pourrait aussi envisager
de définir la n-catégorie de Segal des données de descente dont le présent ensemble est le
T<o '%; dans ce cas la terme “donnée de descente” introduit ici devrait étre remplacée par
“donnée de descente a homotopie pres”. Cependant, pour I'utilisation qu’on en fera dans
le présent papier, la terminologie qu’on donne ici convient bien.

On a maintenant 1’égalité

[*X/Xa A|X/X](X/X)gr° =[x, A(X)],

ou la notation a droite signifie I’ensemble des classes d’homotopie de morphismes x —
A(X) dans nSePC; et la restriction de X/X a B induit donc un morphisme

[*? A(X)] — [*Ba A|B]Bgro.

On dira qu'une donnée de descente pour A par rapport a B est effective si elle est dans
I'image de ce morphisme, i.e. si elle provient d’un élément de [*, A(X)]. La notion
d’effectivité des données de descente entrera dans notre critere pour étre un champ 10.2
ci-dessous.

En principe, les données de descente peuvent arriver sous forme d’un diagramme

xg<— D A+ A

121,a n-catégorie de Segal des données de descente serait Hom(*g, A’) avec les notations du §11, ce qui
est équivalent a lim, 5 A|p d’apres 14.2. L’ensemble des données de descente peut alors étre exprimé
comme

[*B, AlB]Bgm =T7<0 lim A|B
«—,B
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ou la premiere et la derniere fleche sont des équivalences faibles objet-par-objet. En fait,
les données de descente proviendront le plus souvent de diagrammes de la forme

xg < D — A.

Au §5 ci-dessous on construira une seule fleche D — x5 indépendamment de A, tel que
pour tout n-préchamp A dont les valeurs A(X) sont des n-catégories de Segal fibrantes,
les données de descente pour A proviennent uniformément de diagrammes xg < D — A.

On pourrait aussi considérer des données de descente généralisées, qu'on définirait
comme des éléments de [*x/x,A|x/x]xe. Dans cette optique une telle donnée peut
provenir par exemple d'un diagramme

xx/x «— D — A

ou la premiere fleche est une G-équivalence faible. Tel est certainement le cas si D est
équivalent objet-par-objet a %z pour un crible B C X' /X couvrant X; mais un tel di-
agramme pourrait aussi arriver a partir d’'un hyper-recouvrement de X (cf 'exposé de
Verdier dans [4]). On laisse au lecteur le soin d’expliciter la construction d'un D adéquat
a partir d’'un hyper-recouvrement.
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4. Les fonctorialités p*, p., p

Nous traiterons des fonctorialités dans le cas des catégories avec la topologie grossiere.
La compatibilité avec une topologie de Grothendieck sera traitée ultérieurement (voir
Corollaire 6.3).

Il convient (du moins pour les auteurs!) de rappeler la distinction entre adjoint a
gauche et adjoint & droite (il s’agit de deux foncteurs L et R de sens contraire entre deux
catégories): on aura une formule de la forme

{LX Y} = {X = RY},et

P’adjoint & gauche est le foncteur L qui apparait dans la formule a gauche de la fleche;
et

I’adjoint a droite est le foncteur R qui apparait dans la formule a droite de la fleche.
On a les morphismes d’adjonction

X — RLX, et LRY =Y.

On rappelle la notion de foncteur de Quillen [83] [30] [60] [46]. Si M, M’ sont deux
catégories de modeles fermées, un foncteur f : M — M’ est dit foncteur de Quillen
a gauche s’il préserve les cofibrations et les cofibrations triviales (en particulier, on ne
demande pas forcement que f préserve toutes les équivalences faibles, mais c’est parfois le
cas tout de méme); et si f admet un adjoint a droite. La notion de foncteur de Quillen a
droite s’en déduit par dualité: c’est un foncteur qui préserve les fibrations et les fibrations
triviales, et qui admet un adjoint a gauche. C’est un fait (pas complétement trivial) [83]
que si f est un foncteur de Quillen a gauche alors son adjoint a droite est un foncteur
de Quillen a droite et vice-versa. On rappelle aussi qu” un foncteur de Quillen a gauche
préserve les équivalences faibles entre objets cofibrants [46] [30] [60].

Soit p : Z — X un foncteur entre 1-catégories munies de la topologie grossiere. Les
n-préchamps de Segal sont des préfaisceaux d’objets dans une catégorie admettant toutes
les limites avec toutes les commutations nécessaires (en effet la catégorie nSePC des n-
précats de Segal en question, est elle-méme une catégorie de préfaisceaux d’ensembles).
En conséquence on dispose des opérations p*, p., pi (et p' dont on n’aura pas besoin). On
les explicite pour plus de commodité.

D’abord si B est un n-préchamp de Segal sur X alors p*(B) est le remonté de B sur

Z i.e. le composé
Z° — X? — nSePC.

Ce foncteur admet des adjoints a droite et a gauche. Si A est un n-préchamp de Segal

sur Z on pose
p«(A)(X):= lim A(Z)

—.p(Z2)—»X
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la limite étant prise sur la catégorie des paires (Z, f) avec f : p(Z) — X. D’autre part

on pose
p(A)X) = lim A(Z),
la limite étant prise sur la catégorie des paires (Z, ) avec ¢ : X — p(Z). On a les formules
d’adjonction:
{mA— B} ={A—p"B}

et
{B — p,A} ={p*B — A}.

I1 est clair que le foncteur p* préserve les cofibrations et les cofibrations triviales. C’est
donc un foncteur de Quillen a gauche et son adjoint & droite p, envoie les fibrations (resp.
fibrations triviales) sur des fibrations (resp. fibrations triviales).

On note A — I'(Z, A) le cas particulier du foncteur p, obtenu en faisant X = x. On dit
que c’est le foncteur des “sections globales”. Il transforme les fibrations (resp. triviales)
en fibrations (resp. triviales). Il convient parfois de remarquer que I'(Z, A) peut étre
définie comme la n-précat de Segal qui représente le foncteur £ — Hom,pc(E, A) de
nSePC vers Ens, ou E = p*(E) est le n-préchamp de Segal constant & valeurs E.

On a la formule de composition (pqg). = p.«q. (comme toujours, nous négligeons les
éventuels problemes de cohérence entre isomorphismes naturels dans des 1-catégories
strictes comme nSePCh). En termes de I' on obtient

T(X,p.(A)) = (2, A).

Rappelons pour donner un sens homotopique a cette formule, que si A est fibrant sur X
alors p,(A) est fibrant sur X.

Dans l'autre sens la situation n’est pas aussi facile. On aimerait pouvoir dire que si B
est fibrant sur X" alors p*B est fibrant sur Z. Ceci n’est pas toujours le cas (méme pour
p: Z — % par exemple). On a le lemme suivant.

Lemme 4.1 Supposons que p: Z — X a la propriété que pour tout X € X, l'opération
A colimx ) A(Z)

préserve les cofibrations et cofibrations triviales. Alors p* préserve les objets fibrants, les
fibrations et les fibrations triviales (i.e. c’est un foncteur de Quillen a droite).

Proof: L’hypothese revient exactement a dire que le foncteur p, préserve les cofibrations

et les cofibrations triviales; dans ce cas son adjoint a droite p* préserve les fibrations et
les fibrations triviales. O
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Remarque: Pour X € X on note habituellement X /p la catégorie des paires (Z, f) ou
ZeZet f: X — p(Z). Lalimite dans ’hypothese du lemme est prise sur X/p. Comme
on parle de préfaisceaux, tout est contravariant. En particulier, si X/p est une catégorie
cofiltrante (et notamment si elle a un objet initial) alors ’hypotheése est satisfaite.

Le cas qui nous intéresse est celui ou Z est la catégorie X' /Y pour un certain objet
Y € X. Dans ce cas, pour X € X, la catégorie

Xp={X—>2Z->Y}

est la catégorie des diagrammes. Elle se décompose en réunion disjointe de catégories
(X/p), indexées par les fléches ¢ : X — Y. Et la catégorie

(X/p)y = (X 5 Y)/(X]Y)

est la catégorie des objets au-dessous de (X, ¢) dans la catégorie des objets au-dessus de
Y. En particulier, (X/p), admet (X, ¢) comme objet initial. Ainsi 'opération

colimA(Z) = [ AX)

X/p p:X—=Y
vue comme foncteur en A préserve les cofibrations et les cofibrations triviales, donc pour
p: XY = X,
pr est un foncteur de Quillen a gauche et son adjoint p* est un foncteur de Quillen a droite.
On a la formule
pAX) = I AX).
p:X—=Y

Corollaire 4.2 Si X est une catégorie munie de la topologie grossiére alors pour tout
X € X la restriction de n-préchamps de Segal

A A|X/X

préserve les fibrations (donc les objets fibrants), les cofibrations, et les équivalences faibles;
c’est un foncteur de Quillen a la fois a gauche et a droite pour la topologie grossiére.

O

On verra plus loin (Lemma 10.5) que la restriction sur X' /X préserve aussi les G-
fibrations (il est évident sur la définition qu’elle préserve les G-équivalences faibles).

Un autre exemple qui nous intéresse est celui o Z C X est un crible, i.e. une sous-
catégorie pleine telle que si X — Y est un morphisme de X et si Y € Z, alors X € Z.
Dans ce cas, la colimite dans 4.1 est, ou bien vide si X ¢ Z, ou bien égale & A(X) si
X € Z. Cette construction préserve les cofibrations et cofibrations triviales. On obtient
le
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Corollaire 4.3 Soiti: Z — X un crible (les deux catégories considérées étant munies de
leurs topologies grossiéres). Alors iy est un foncteur de Quillen & gauche et i* un foncteur
de Quillen a droite, i.e. 1* préserve les objets fibrants et équivalences faibles entre eux.

|

On peut aussi expliciter ¢, dans ce corollaire: si A est un n-préchamp de Segal sur Z
alors 4(A)(X) = A(X) pour X € Z, et iy(A)(X) =0 pour X & Z.
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5. La structure de type Bousfield-Kan d’apres
Hirschhorn

On veut indiquer ici une autre fagcon d’obtenir une catégorie de modeles fermée pour
les n-champs de Segal, basée sur le livre de Hirschhorn [59] et qui trouve ses origines dans
une construction de Bousfield-Kan [15] (qui & son tour remonte a Quillen [83]) pour le cas
des préfaisceaux simpliciaux.

Dans [59], Hirschhorn définit d’abord la notion de catégorie de modéles fermée en-
gendrée par cofibrations. Nous avons repris cette notion dans ’énoncé 2.5 ci-dessus, qui
peut donc servir de définition. Ensuite, Hirschhorn montre que, pour toute catégorie X
petite et toute cmmf M engendrée par cofibrations, la catégorie des préfaisceaux sur X a
valeurs dans M admet une structure de catégorie de modeles fermée notée

M,

Pour M = EnsSpl la construction est due a Bousfield-Kan ([15], p. 314). A son tour,
leur construction était une application directe de la construction de Quillen [83] d’une
cmf pour les objets simpliciaux dans une catégorie convenable, en 'occurrence celle des
préfaisceaux d’ensembles. Pour cette raison nous appellerons structure de HBKQ (i.e.
Hirschhorn-Bousfield-Kan-Quillen ) cette structure de cmf définie par Hirschhorn sur M*°.

Pour M = nSeP(C égale a la catégorie des n-précats de Segal, la structure de HBKQ
est différente de celle du theoreme 3.1, notre catégorie de modeles des n-préchamps de
Segal pour la topologie grossiere. Les catégories sous-jacentes sont les mémes, ainsi que
les équivalences faibles (qui sont les équivalences faibles objet-par-objet). En revanche, les
fibrations de HBKQ sont les morphismes f : A — B induisant pour tout X une fibration
f(X) : A(X) — B(X) —c’est donc une classe plus grande que celle des fibrations du
théoreme 3.1. Et la ou nous prenons toutes les injections comme cofibrations, la classe
des cofibrations de HBKQ est plus petite: ce sont les rétractions de morphismes qui sont
obtenus par une suite (transfinie) d’ additions libres de cellules, ou une addition libre de
cellules est une cofibration A — A’ engendrée librement par une cofibration A(X) — C’
dans M (pour un seul objet X). Plus précisément si on note px : X/X — X le foncteur
naturel, et par C' le diagramme constant sur X' /X & valeurs un objet C' dans M, alors
une libre addition de cellules est un coproduit de la forme

A = A px(©) px.(C)

pour une cofibration C' — C” dans M (dans expression précédente on avait C' = A(X)).

L’intérét des morphismes obtenus par libre addition de cellules est le fait suivant: si
A — A’ est obtenu par I’addition d’une cellule A(X) — C” au-dessus de X, et si B est un
autre diagramme, alors le prolongement d’un morphisme f: A — Ben f': A — B n’est
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rien d’autre que le prolongement du morphisme f(X) : A(X) — B(X) en un morphisme
C' — B(X).

Comme les deux catégories et leurs sous-catégories d’équivalences faibles sont les
mémes, les deux théories homotopiques sont les mémes (d’apres la théorie de la local-
isation de Dwyer-Kan [31] [32] [33]).

Conclusion: On aurait pu prendre, comme catégorie de modeles fermée pour les n-
préchamps de Segal sur X avec la topologie grossiere, la structure de HBKQ sur M*°
avec pour M la catégorie de modeles fermée nSePC' des n-précats de Segal (Théoreme
2.3). Dans la structure de HBKQ), les fibrations sont simplement les morphismes qui sont
objet-par-objet des fibrations de n-précats de Segal.

Remarque: Si X admet des produits fibrés alors les cofibrations de HBKQ sont stables
par restriction aux sites X'/ X et aussi stables par produit direct. Ceci permet d’appliquer
la théorie des Hom internes qui sera expliquée au §11 ci-dessous.

Pour légitimer cet autre point de vue possible, il reste a voir comment intégrer une
topologie de Grothendieck dans cette théorie. Soit encore M la catégorie des n-précats de
Segal du Théoreme 2.3. Sur M*” qui est la catégorie des n-préchamps de Segal, on garde
la notion de cofibration de HBKQ); on utilise la notion de G-équivalence faible définie
ci-dessus; et on définit les G-fibrations de HBK() comme les morphismes qui possedent
la propriété de relevement pour les cofibrations de HBKQ qui sont des G-équivalences
faibles.

Théoreme 5.1 La catégorie des n-préchamps de Segal munie des cofibrations de HBK(Q),
des G-équivalences faibles, et des G-fibrations de HBKQ), est une catégorie de modéles
fermée.

Preuve: Un morphisme est une cofibration G-triviale de HBKQ), si et seulement si ¢’est une
cofibration de HBKQ et aussi une cofibration G-triviale pour la structure 3.1. Hirschhorn
prouve que ses cofibrations (pour la topologie grossiere) sont stables par coproduit [59].
Donc la préservation des cofibrations G-triviales de HBK(Q par coproduit est une con-
séquence immédiate du méme résultat pour la structure du Théoreme 3.1. Les autres
propriétés sont aussi immeédiates. O

Le lecteur trouvera peut-étre cette structure de catégorie de modeles fermée plus con-
viviale que celle de 3.1. Nous avons gardé la structure de 3.1 comme notion de base
parce qu’elle est compatible avec la structure de Jardine (devenue standard notamment
en K-théorie) pour les préfaisceaux simpliciaux i.e. pour le cas des 0-préchamps de Segal.

Calcul des classes d’homotopie d’applications

La structure de HBKQ permet de calculer plus facilement les classes d’homotopie
d’applications. Fixons une catégorie X munie de la topologie grossiere. La catégorie
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homotopique Ho(nSePCh(X®°)) est définie comme la localisée de Gabriel-Zisman de
nSePCh(X) par la sous-catégorie des équivalences faibles objet-par-objet. En particulier,
Ho(nSePCh(X#°)) ne dépend pas du choix de structure de cmf compatible avec ces
équivalences faibles; en particulier on peut utiliser la structure de HBKQ pour calculer les
ensembles Hom dans la catégorie homotopique, i.e. les ensembles de classes d’homotopie
d’applications.

Commencons par une remarque d’ordre général: si E est une n-précat de Segal et si
FE est le n-préchamp de Segal constant sur X a valeurs F, alors le produit direct avec
E respecte les cofibrations de HBKQ (sans hypothese sur l'existence de produits fibrés
dans X, et sans supposer que E soit lui-méme cofibrant). En effet, si A — A’ est obtenu
par addition d’une cellule A(X) — C au-dessus de 'objet X, alors A x E — A’ X E est
obtenu par addition de la cellule A(X) x E — C x E. Plus généralement si F — E’ est
une cofibration de n-précats de Segal et A — A’ est une cofibration de HBKQ alors

AXEUYEAN X E - A x E'

est encore une cofibration de HBKQ.

Soient A et B deux n-préchamps de Segal sur X' et supposons que B(X) est fibrant
pour tout X € X. Alors B est un objet fibrant pour la structure HBKQ (pour la
topologie grossiére). Si on choisit un remplacement HBKQ-cofibrant C' — A (équivalence
faible objet-par-objet avec C cofibrant de HBKQ) alors tout élément de [A, B]yeo provient
d’un morphisme C' — B. Notons I la catégorie avec deux objets 0,1 et un isomorphisme
entre eux (considérée comme n-catégorie de Segal, voir “Induction” au §2). Et notons
aussi par I le n-préchamp de Segal constant & valeurs I. Le diagramme

Cx{0,1} =CxI—=C

constitue un “objet C'x I” dans la terminologie de Quillen [83] pour la structure de HBKQ),
et en particulier la premiere application est une cofibration. Donc, deux applications
C — B sont homotopes, i.e. induisent le méme élément de [A, B]yewo, si et seulement si
elles sont liées par une homotopie de la forme C x I — B. On a ainsi obtenu 1’énoncé
suivant.

Lemme 5.2 Soit A un n-préchamp de Segal sur X et fixrons un remplacement C — A
avec C' cofibrant de HBK(Q. Alors pour tout n-préchamp de Segal B tel que B(X) soit
une n-catégorie de Segal fibrante pour tout X € X, l’ensemble de classes d’homotopie
d’applications

I:A, B] Xgro

se calcule comme [’ensemble de morphismes de n-préchamps de Segal C — B, modulo la

relation d’équivalence qui identifie deux morphismes s’ils sont liés par une homotopie de
la forme C x I — B.

26



Expression uniforme des données de descente

On peut utiliser ce lemme 5.2 pour donner une expression uniforme des données de
descente a valeurs dans un n-préchamp de Segal A tel que tous les A(X) soient des n-
catégories de Segal fibrante. Pour cette discussion il faut avoir n > 1 (dans le cas n = 0,
il faut remplacer A par II; g. o A voir §10 par exemple).

Soit X € X et soit B C X/X un crible couvrant X. Choisissons un remplacement
HBKQ-cofibrant

D — *B

(disons, pour fixer les idées, qu’on parle ici de n-préchamps de Segal sur B—mais on peut
aussi prendre le p; pour se retrouver sur X'/ X ou sur X'). Maintenant, d’apres le lemme
5.2, on sait que pour tout n-préchamp de Segal A tel que tous les A(X) soient fibrants,
I’ensemble des données de descente

[*B,Alg]Bgro

s’exprime comme ’ensemble de morphismes D — A|g modulo la relation qui identifie
deux morphismes s'ils sont liés par une homotopie D x I — Alz.

Supposons maintenant que le site X admet des produits fibrés et que le crible B
provient d’une famille couvrante &Y = {U, — X}. Dans ce cas on peut donner une

formule explicite pour un remplacement HBKQ-cofibrant D — x.

Pour cela, soit 7% 1a catégorie avec p+1 objets notés 0/, ..., p’ et un isomorphisme en-

tre chaque paire d’objets (c’est en quelque sorte le “produit symétrique” de p exemplaires
de I). Considérons-la comme n-précat de Segal (par “induction” voir §2). On obtient un
foncteur noté

R:A —nSePC, R(p):=T1".

Ce foncteur munit nSe PC d’une structure de cmf simpliciale [83]. En particulier, si K est
un ensemble simplicial (on n’a pas besoin dans ce cas que K soit fini) et F une n-précat
de Segal, on obtient la n-précat de Segal K ®® E; dans notre cas on peut écrire

Ke"E=(Ka"s) xE.

Ici K ®@% x est juste le coproduit des R(p) sur les p-simplexes de K (pris suivant le procédé
habituel de réalisation d’un ensemble simplicial). On dira que K ® * est la réalisation
de K par rapport a R.

Cette construction étant fonctorielle, s’étend a des préfaisceaux d’ensembles simplici-
aux: si K est un préfaisceau d’ensembles simpliciaux sur X on obtient le n-préchamp de
Segal K ®F x.
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Maintenant notre famille couvrante I/ représente un préfaisceau d’ensembles: c’est tout
simplement le préfaisceau réunion disjointe de ceux représentés par les U,. On obtient le
préfaisceau simplicial

PU) =.. UxxUSU

ie. PU)r=Uxx...xxU (k+1 fois). C’est le nerf du recouvrement U. En appliquant
la construction “réalisation par rapport a R” on obtient le n-préchamp de Segal

D = P(U) " *.

Le morphisme D — %z est une équivalence objet-par-objet. En effet P(U)(Y) est con-
tractile si Y € B et vide sinon. Observons que I'objet D est défini comme un n-préchamp
sur X' /X, de sorte que pour définir le morphisme D — xg il faut interpréter xz comme
n-préchamp sur X' /X.

Nous prétendons que D est HBKQ-cofibrant. En fait il est intéressant de voir ex-
plicitement comment obtenir D & partir de () par une suite d’additions libres de cellules.
D’abord on ajoute R(0) = * au-dessus de chaque élément U, de la famille couvrante. Ap-
pelons DY le résultat obtenu. Ensuite on ajoute R(1) = I au-dessus de chaque U, x x Ug,
via le diagramme

D°(U, xx Ug) + piR(0) UpsR(0) = {0,1} — 1.

Notons D! le résultat obtenu. Plus généralement notons dR(p) le “bord” de R(p), i.e. la
réunion dans R(p) des p + 1 faces de la forme R(p — 1). On ajoute R(2) au-dessus de
chaque U, X x Ug xx U, via le diagramme

Dl(Ua Xx Ug Xx U,y) — 6R(2) — R(Q)

pour obtenir D?. A chaque étape on ajoute & DP~! un exemplaire de R(p) au-dessus de
chaque
Uao,...,ap = Uao Xx ... Xx Uap,

via le diagramme

D" NUpy Xx ... Xx Uy,) < OR(p) = R(p).

Enfin D est la colimite (reunion croissante) des DP.

On note que D peut étre considéré comme un n-préchamp de Segal au-dessus de B et
la description ci-dessus montre qu’en tant que tel (aussi bien qu’en tant que n-préchamp
de Segal au-dessus de X' /X ou X), il est HBKQ-cofibrant. On peut donc l'utiliser dans
le lemme 5.2. On obtient ’énoncé suivant.
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Lemme 5.3 Supposons que X admet des produits fibrés. Soit B C X /X un crible en-
gendré par une famille U couvrant X. Soit D — xg le n-préchamp de Segal construit
ci-dessus. Alors pour tout n-préchamp de Segal A sur X tel que tous les A(X) soient
fibrants, l’ensemble des données de descente

[*B’A|B]Bgro

se calcule comme [’ensemble de morphismes D — 1_4 modulo la relation qui identifie deux
morphismes s’ils sont liés par un morphisme D x I — A.

O

On peut donner une description explicite de ce que c’est qu'un morphisme D — A.
On procede par récurrence sur le p de DP. Si on a un morphisme DP~! — A, alors on
obtient pour chaque ay, ..., o, le morphisme composé

OR(p) = D" (Uay,...ap) = A(Ung,...cp)-

Une extension en morphisme DP — A n’est rien d’autre qu’une extension pour chaque
ag, . . ., 0, du morphisme ci-dessus en un morphisme

R(p) = A(Usy,...ap)-

Un morphisme D — A consiste en une telle collection d’extensions successives.
En résumé: un morphisme 7 : D — A est un ensemble de données comme suit: pour
chaque a, un objet n(a) € A(U,); pour chaque a, 8 une équivalence

n(a, B) : T = A(Uagp)

entre les restrictions des objets n(«) et n(3); pour chaque «, 3,7 un morphisme

n(a, B,7) : 7% A(Uapy)

qui, restreint au triangle 0R(2) C 7(2), est égal au morphisme obtenu par restriction des
(e, 8), n(B3,7) et n(a,7); ete.

Commentaire

Dans cette description des données de descente, on a utilisé de fagon essentielle I'hypothese
que les A(X) sont des n-catégories de Segal fibrantes. C’est pour cette raison qu’on ne voit
pas apparaitre de 2-morphismes, 3-morphismes etc dans les données. Par exemple, comme
A(U,gpy) est fibrant, la donnée comme dans [18] de trois 1-fleches avec une 2-équivalence
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entre fg et h, peut étre remplacée par un vrai morphisme de R(2) dans A(U,g,) (i.e. en
quelque sorte un objet de A(Uagy)2/)-

Ceci explique pourquoi nous arrivons a traiter le cas des n-catégories sans trop nous
emmeéler dans des “formules de cocycles” mais en fait c’est un désavantage si on cherche
une compréhension explicite de ce qui se passe, car la notion de n-catégorie de Segal
fibrante n’est pas trés explicitement calculable. '* En particulier, si on n’arrive pas a
donner une forme totalement “en termes de cocycles” de la notion de données de descente,
a la fagon dont Breen 1’a fait pour les 2-champs dans [18], c’est parce que ce probléeme est
plus difficile que ceux qu’on peut actuellement résoudre. On peut formuler un

Probléeme 5.4 Trouver une structure de cmf analogue a la structure de HBKQ, pour les
n-précats (de Segal) dont les objets fibrants soient les n-catégories de Segal.

Avec une solution affirmative a ce probleme, on pourrait reprendre la discussion ci-
dessus des données de descente: si D' — xp est un remplacement cofibrant pour la
structure recherchée dans ce probléeme (qui donnerait aussi une structure de cmf pour les
X°-diagrammes par la méthode de HBKQ), alors on pourrait dire que pour tout A tel
que les A(X) soient des n-catégories de Segal, une donnée de descente pour A par rapport
a B est la méme chose qu'un morphisme D' — A. Dans ce cas, on verrait apparaitre
(beaucoup) des i-fleches pour tout 4, et on obtiendrait en fait une description des données
de descente en termes de cocycles au sens classique du terme (qui généraliserait [18]).

13D’un point de vue plus optimiste on peut cependant observer que si 7' est un espace topologique (ou
ensemble simplicial de Kan) alors II,, g¢(T") est fibrant; donc les n-préchamps de Segal qui proviennent par
application de II,, g. aux préfaisceaux d’espaces topologiques (ou ensembles simpliciaux de Kan) vérifient
la condition en question.
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6. Le point de vue de la localisation

Le passage de la structure de catégorie de modeles fermée pour la topologie grossiere
a celle pour la topologie G, est une localisation de Bousfield, opération qui est tres bien
expliquée dans Hirschhorn [59]; voir aussi Goerss-Jardine [47] et qui remonte bien sir
a Bousfield-Kan [15]. L’opération de passage de la topologie grossiere a la topologie G
préserve la notion de cofibration (aussi bien dans le cadre de 3.1 que dans le cadre de 5.1),
donc c’est une localisation de Bousfield a gauche dans la terminologie de [59].

Sip: Y — X est un foncteur et U une n-précat de Segal alors on note Uy le n-
préchamp de Segal pi(U) ou U est le n-préchamp de Segal constant sur ) a valeurs U.

On va considérer des cofibrations du type suivant: soit X € X et B C X'/X un crible;
et soit U < U’ une cofibration de n-précats de Segal. On note

cof(U—=U";BC X/X)

la cofibration
Uz x U8 Ug — Uy x.

Proposition 6.1 La catégorie de modéles fermée de 3.1 (resp. de 5.1) pour la topologie
G, est la localisée de Bousfield a gauche ([59] Définition 3.3.1) de la catégorie de modéles
fermée pour la topologie grossiere, par rapport aux morphismes cof (U — U';B C X/X),
avec B crible couvrant X pour G.

Preuve: On traite la structure de 3.1, 'autre cas étant analogue. Nous allons juste montrer
I’étape-clé qui est le lemme suivant. Ce lemme impliquera, par la théorie de Hirschhorn
[59] §3, la proposition. O

Lemme 6.2 Si £ < FE’ est une cofibration G-triviale alors il existe une suite (éventu-

ellement transfinie voir la discusion de [59] [30] [60]) de cofibrations
E=FE,1—FE—...—FE — ...

de colimite notée E,, et une cofibration triviale pour la topologie grossiere Eo, — E" telle
que E — E' soit une rétraction de E — E"; et telle que les cofibrations E; — F; 1 soient
ou bien des coproduits de cofibrations de la forme cof (U — U'; B C X/X), ou bien des
cofibrations triviales pour la topologie grossiere.

Preuve: On appellera suite adéquate toute suite de cofibrations comme dans ’énoncé du
lemme, et composé de cette suite, la colimite correspondante E,,. On va prouver que
si f: E — FE' est une fibration G-triviale alors il existe une suite adéquate, avec un
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morphisme défini sur le composé E,, — E’ qui étend f et qui est une équivalence pour la
topologie grossiere. Ceci impliquera le lemme (exercice laissé au lecteur).

On prouve ce résultat par récurrence sur n. On montre d’abord le pas de récurrence
puis le cas n = 0. Soit n > 1 et on suppose donc le résultat vrai pour n — 1. On peut sans
perte supposer que E et E’ sont fibrants pour la topologie grossiere. Pour tout X € X
et toute paire d’objets x,y € E(X), le morphisme Fy/(z,y) — Ei/(x, y) est une fibration
G-triviale de n — 1-préchamps de Segal au-dessus de X'/ X; il est donc équivalent (pour
la topologie grossiere) au composé d’une suite adéquate. On remarque que pour tout
coproduit de Ej,(x,y) avec une cofibration de n — 1-préchamps de Segal V' — V' au-
dessus de X'/ X, on peut définir un coproduit correspondant de E avec pyY(V) — p L (V")
oup: X/X — X (ici on utilise la notation Y introduite dans [95]).

D’autre part, si B C X' /Y est un crible couvrant Y € X' /X et U une n — 1-précat de
Segal alors

Y (cof(U—=U;BCX/X))

est identique a
cof (Y(U) = Y({U);BC X/X);

donc en appliquant p/T a une suite adéquate de n — 1-préchamps sur X' /X, on obtient
une suite adéquate de n-préchamps sur X.

Donc, a partir de la suite de cofibrations pour Ey,(x,y) — Ef /(x, y) on obtiendra une
suite adéquate de cofibrations pour

E P Y (B (@) pgT(Ei/ (2, ).

On peut ensuite ajouter les coproduits avec une cofibration %z — %y (qui a la bonne
forme cof () — *,B C X/X)) pour chaque morphisme u : x5 — E se prolongeant en
u':xx/x — E'. Notons que le résultat obtenu admet un morphisme vers £’ qui est (grace
a “trois pour le prix de deux”) une G-équivalence faible.

Si on itere cette construction pour tout (X, x,y) et tout (X, B, u, u’) et cela une infinité

dénombrable de fois, on obtient une factorisation
E—E' = F

ou le premier morphisme est un composé de cofibrations de la forme voulue; et le deuxieme
est une G équivalence faible et qui induit une équivalence pour la topologie grossiere sur
tous les E{’/(x,y) — Ei/(x,y); de plus E” — E’ a la propriété de relevement pour les
morphismes de la forme 3 — *x,x. Ceci implique que E” — E’ est une équivalence
pour la topologie grossiere, ce qui donne le résultat voulu.

Il reste a traiter le cas n = 0, i.e. le cas des préfaisceaux simpliciaux (ce cas est
certainement déja connu mais on reproduit 'argument ici pour le confort du lecteur).
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Pour cela on suppose qu’on a une fibration £ — E’ qui est une équivalence faible d’Illusie,
qu’on veut mettre sous forme de rétraction d’une suite adéquate de cofibrations.

On peut remarquer (directement & partir de la définition d’Illusie) que si f : £ — E’
est une fibration de préfaisceaux simpliciaux fibrants, le tout pour la topologie grossiere,
alors f est une G-équivalence faible d’Illusie si et seulement si f vérifie la propriété de
relevement suivante: pour tout morphisme

a: S — B(X)
et tout prolongement de fa en un morphisme
f=B"— E(X),
il existe un crible couvrant B C X' /X et un relevement de 5 au-dessus de B:
G : By — E|p.

qui prolonge
04|B : Sgil — E|B.

Ici il nous faut considerer toutes les inclusions d’ensembles simpliciaux S™~! C B" ayant
le type d’homotopie de I'inclusion de la sphere dans la boule et I'indice B dans la notation
indique le préfaisceau simplicial constant sur B avec la valeur donnée. Il est clair qu’en
utilisant cette propriété de E — E’ et argument des petits objets, si on ajoute & F (de
fagon répétitive et un nombre transfini suffisamment grand de fois) les coproduits avec les
cofibrations de la forme

cof(S"1 s BB C X/X): Sk U B — By

alors on obtient une factorisation £ — E” — E’ ou pour tout X € X le morphisme
E"(X) — E'(X) vérifie la propriété de relevement pour S™! C B" ie. c’est une
équivalence faible objet-par-objet ou pour la topologie grossiere. C’est la factorisation
voulue pour n = 0. O

Dans notre démonstration nous avons utilisé I'existence de la catégorie de modeles
fermée 3.1, mais les résultats de Goerss-Jardine [47] montrent a priori que la localisation de
la proposition est possible dans le cas n = 0 des préfaisceaux simpliciaux. Leur argument
s’étend certainement au cas général, ce qui devrait donner une autre démonstration de
3.1. Le fait que la structure de cmf de Jardine pour les préfaisceaux simpliciaux peut
s’obtenir par localisation a partir de celle pour la topologie grossiere est implicite, sinon
explicite, dans [47].

Dans le méme ordre d’idées, Rezk montre dans [87] que la cmf des préfaisceaux pour
la théorie des faisceaux, s’obtient, a partir de la cmf des préfaisceaux sans topologie, par
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la localisation ci-dessus (i.e. Rezk traite le cas des 0-champs non de Segal). En outre il
suggere a la fin de sa lettre que la méme chose devrait étre vraie pour la structure de
Jardine.

La proposition reste également vraie pour la structure de catégorie de modeles fermé de
type HBKQ. En fait, les résultats de [59] permettraient de définir une notion de M -champ
et une catégorie de modeles fermée correspondante, pour toute catégorie de modeles fermée
M, cellulaire et propre a gauche (cf la terminologie de [59]). On prendrait la catégorie de
modeles fermée de diagrammes M¥° et on localiserait par rapport & tous les morphismes
cof(U = U',B C X/X) (qui ne sont malheureusement plus des cofibrations pour cette
structure) obtenus en faisant varier U < U’ dans la classe des cofibrations de M.

En fait, en poussant cette idée un peu plus loin, on peut envisager de considérer une
notion de n-catégorie dans M pour une telle catégorie de modeles fermée, et de fagon
correspondante une notion de n-champ dans M. Pour ceci, il faudrait avoir I’analogue de
6.1 pour le procédé de localisation sous-jacent a [94] (localisation d’une part par rapport
aux 3 — h et d’autre part en inversant I — x).

Le lemme 6.2 nous permet maintenant de faire I’analogue de 4.2, pour la topologie G.

Corollaire 6.3 Soit X un site et X € X avec p: X/X — X le foncteur d’oubli. Soit G
la topologie sur X qui induit une topologie (notée aussi G) sur X /X . Alors p, transforme
les cofibrations G-triviales sur X en cofibrations G-triviales sur X /X . Autrement dit, p
est un foncteur de Quillen a gauche et p* un foncteur de Quillen a droite par rapport aux
structures de 2.3 pour la topologie G. Donc p* préserve les objets fibrants et les fibrations.

Preuve: Soit Y € X/X et B C X/Y un crible couvrant Y. Notons ¢ : X/Y — X /X le
foncteur d’oubli. En particulier, pq est le foncteur d’oubli X/Y — X. Notons cofy (U —
U;BCX/Y) (resp. cofx/x(U — U'; B C X/Y)) la cofibration définie ci-dessus sur X
(resp. sur X/X). Comme on a (pq); = piqi, il résulte de la définition qu’on a

peofy/x(U—=U;BCX/]Y)=cofx(U—=U;BCX/Y).

Donc si E — E’ est une cofibration triviale sur X'/X, on la décompose selon 6.2, on
applique p;, et on obtient une cofibration triviale sur X'. Ceci prouve que p est un
foncteur de Quillen a gauche. Il s’ensuit que son adjoint p* est un foncteur de Quillen a
droite, i.e. préserve les fibrations. O

Remarque: Ce corollaire est valable aussi pour la structure de HBKQ.
Dans la structure de HBKQ on a aussi une réciproque:

Corollaire 6.4 Un morphisme f : A — B est G-fibrant pour la structure de HBKQ si et
seulement si Alx/x — Blx/x est G-fibrant pour HBKQ pour chaque X € X.
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Preuve: Une direction est fournie par le corollaire précédent (pour la structure HBKQ).
Pour l'autre direction, supposons que f|x,x est une G-fibration de HBKQ pour tout X.
Alors f possede la propriété de relevement pour les cofibrations qui sont triviales objet-
par-objet (en fait d’apres la construction de Hirschhorn [59], les cofibrations triviales pour
la topologie grossiere sont des rétractes de composés de suites de cofibrations obtenues
par additions libres de cellules correspondant a des cofibrations triviales dans la cmf de
base M); et f satisfait la propriété de relevement pour les cofibrations cofx (U — U'; B C
X /Y). Par 'analogue du lemme 6.2 pour la structure de HBKQ, on obtient que f est
une G-fibration de HBKQ. O

Contre-exemple: Le corollaire 6.4 n’est pas vrai pour la structure de 3.1, si la
catégorie X n’a pas d’objet final; et ceci méme pour la topologie grossiere. On donne
un contre-exemple avec n = 0, i.e. pour les préfaisceaux simpliciaux. La catégorie sous-
jacente X sera la catégorie avec 1 seul objet z, et un groupe Z d’automorphismes de z.
Un préfaisceau simplicial au-dessus de X est juste un ensemble simplicial avec action de
Z, i.e. un couple (B,t) ou B est un ensemble simplicial et ¢ un automorphisme de B.
Supposons que t agit sans point fixe a chaque niveau By. Si (A4, s) est un autre objet,
et si 'automorphisme s a un point fixe dans un Ay, alors il n’existe pas de morphisme
(A, s) — (B,t). Ceci conduit a une contradiction avec la propriété du corollaire 6.4. En
effet, la catégorie X' /x est la réunion disjointe d’exemplaires de la catégorie triviale, donc
(B,t)|x/z est fibrant si et seulement si B est un ensemble simplicial fibrant de Kan. Or il
existe un tel B avec t agissant sans point fixe—par exemple on prend le complexe singulier
total Sing(R) avec la translation qui agit sur R par ¢ : b +— b+ 1. Maintenant on peut
fabriquer une cofibration triviale

g:(B,t) = (A,s)

tel que (A4, s) ait des points fixes, pour compléter ’exemple. On prend A = Sing(R?) avec
l'automorphisme s : (a,b) — (a,b + a) et le morphisme B — A défini par g : b — (1,b).
Notons que A et B sont contractiles, donc g est une cofibration triviale pour la structure
3.1 (la condition pour étre une cofibration est juste d’étre injectif). Or A a pour lieu fixe
le sous-complexe Sing({0} x R) C Sing(R?). En particulier il n’existe pas d’application
(A, s) — (B,t) qui induise l'identité sur (B,t). Ceci montre que (B,t) n’est pas fibrant
pour la structure de 3.1.

La localisation de Boole
Signalons 'existence du papier de Jardine sur la “localisation de Boole” [64]: il est

probable qu’on pourrait donner un traitement de la cmf de 3.1 avec la technique de [64]
mais nous n’avons pas exploré cette voie.
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7. Catégories de Segal et catégories simpliciales

La plupart des exemples de n-champs de Segal concernent le cas n = 1. Il convient de
souligner encore une fois qu'un 1-champ de Segal est en fait un certain type de oo-champ,
ou les morphismes en degré > 2 sont inversibles. En particulier, un 1-champ de Segal peut
étre un n-champ pour n > 1 (c’est le cas quand les ensembles simpliciaux de morphismes
sont n — 1-tronqués).

Une catégorie simpliciale '* est une catégorie enrichie sur les ensembles simpliciaux
(voir [66]). C’est donc un ensemble d’objets Ob(C'), muni, pour toute paire d’objets
z,y € Ob(C), d’ un ensemble simplicial Morc(z,y) dit des morphismes de x vers y, avec
une loi de composition

4

Morc(z,y) x Morc(y, z) — Morg(x, z)

qui est strictement associative, et des identités 1, € (Morg(x, x))o.

Les catégories simpliciales ont joué, depuis longtemps déja, un role clé en théorie de
I’homotopie, & commencer par Kan et Quillen; voir ensuite [31] [32] [33], particuliérement
I'introduction de [34], et plus récemment [30]; dans la méme volume que [34] on releve
immédiatement d’autres papiers qui utilisent de facon essentielle cette notion, par exemple
celui de Waldhausen.

Si C' est une catégorie simpliciale, on définit la 1-catégorie de Segal associée, qu’on
note encore C, comme la catégorie de Segal définie par

Co := 0b(C),
et pour zy, ..., z, € Cy,
Cp/(xo, ..., 2p) := Morc(xg, x1) X Morc(x1,x2) X ... X Morg(xp—1,2p).

Les morphismes de la structure simpliciale sont définis (de fagon évidente) en utilisant
la composition en cas de besoin. Par exemple, la composition elle-méme devient le mor-
phisme de face 02

Ci(z,y) x Cy/(y,2) = Cy(x,y, 2) = Cy/(x, 2).

Un foncteur entre deux catégories simpliciales est une équivalence si et seulement si le
morphisme correspondant entre 1-catégories de Segal est une équivalence. On va montrer,

140n fait ici un léger abus de notation: en principe une “catégorie simpliciale” devrait plutdt étre
un objet simplicial dans Cat, en particulier les objets devraient former un ensemble simplicial. Nous
imposons la condition supplémentaire que ’ensemble simplicial d’objets soit constant i.e. un ensemble
discret.
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en utilisant la théorie de la localisation de Dwyer-Kan qui sera traitée ci-dessous, que toute
1-catégorie de Segal est équivalente a une catégorie simpliciale. Plus précisément, si A
est une 1l-catégorie de Segal et A’ son remplacement fibrant alors il existe une catégorie
simpliciale C' et une équivalence C' — A'.

Pour notre traitement des morphismes, champs, etc. nous utilisons systématiquement
le point de vue des 1l-catégories de Segal. Signalons ici que les techniques que nous
utilisons sont aussi disponibles, ou en voie de développement, pour les catégories sim-
pliciales. Dwyer, Hirschhorn et Kan décrivent une catégorie de modeles fermée pour les
catégories simpliciales, ol les cofibrations sont les rétractions d’extensions libres (itérées)
[30]. D’autre part, Cordier et Porter ont développé une théorie des morphismes “ho-
motopiquement-cohérents” entre deux catégories simpliciales [24]. Si C' et D sont deux
catégories simpliciales, ils définissent une catégorie simpliciale Coh(C, D) de foncteurs et
transformations naturelles “cohérents” entre C' et D. La notion de composition pour de
tels foncteurs est un peu problématique (car la 2-catégorie de Segal 1SeC' AT n’est pas
équivalente a une 2-catégorie stricte simpliciale), et c’est le sujet d’une grande partie du
papier [24].

Il reste notamment a faire le lien entre ces différents points de vue. On peut isoler
deux problemes:

Probléeme 7.1 Donner une équivalence (a la Quillen) entre la emf des catégories sim-
pliciales de Dwyer-Hirschhorn-Kan [30], et la cmf des 1-précats de Segal du théoréme
2.3;

Probleme 7.2 Etant données deux catégories simpliciales C' et D, construire une équi-
valence de 1-catégories de Segal

Coh(C,D) = Hom(C', D")

ot Coh(C, D) est la catégorie simpliciale définie par Porter et Cordier [24], C' et D" sont
des remplacements fibrants des catégories de Segal correspondant a C' et D et Hom(C', D’)
est le Hom interne des 1-précats de Segal (qui sera traité au §11 ci-dessous).

On fait un pas vers le premier de ces problemes dans le corollaire 8.10 ci-dessous, ou
on montre que toute 1-catégorie de Segal est équivalente a une 1-catégorie simpliciale.

Remarque: La catégorie de modeles fermée de Dwyer-Hirschhorn-Kan ne peut pas étre
“Interne” (voir §11 ci-dessous) car les cofibrations sont des extensions libres (itérées) de
catégories et ne sont donc pas stables par produit direct. En particulier, la construction de
[94] (voir aussi §11 ci-dessous) d’'une catégorie stricte enrichie pour les objets en question,
ne peut pas s’adapter a cette catégorie de modeles fermée.

En fait, il ne peut pas exister une catégorie stricte SplC AT enrichie sur les 1-catégories
simpliciales et ayant le bon type d’homotopie (i.e. équivalente a 1SeC AT'). Car si SplC AT
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existait, on pourrait effectuer la troncation 7<3SpIC AT, c’est-a-dire une troncation <
2 pour les catégories simpliciales de morphismes, ou encore une troncation < 1 pour
les ensembles simpliciaux de 2-morphismes. Or la troncation 7<; donne une 1-catégorie
stricte, et est compatible aux produits directs. Ceci entrainerait que 7<3SplC AT serait
une 3-catégorie stricte. Mais 1.SeC' AT a des produits de Whitehead non triviaux, ce qui
implique que 7<3(1SeC' AT') ne peut pas étre équivalente a une 3-catégorie stricte.

Produits et coproduits homotopiques

Dans une catégorie simpliciale on a une notion de produit fibré homotopique et la notion
duale de coproduit homotopique. En fait, on dispose de ces notions dans une n-catégorie
de Segal cf [95] mais on se borne ici au cas n = 1. C’est un cas particulier de la notion de
limite (ou de colimite), voir [95] et §14 ci-dessous.

Soit A une catégorie simpliciale, avec X,Y,Z € Ay et des morphismes (i.e. sommets
de I'ensemble simplicial Homy(+,-)) f: X =Y et g: Z =Y. SiU € Ay est un objet
muni de morphismes p: U — X et ¢ : U — Z et d’'une homotopie v : fp ~ gq on dira
que (U, p, q,7) est un produit fibré homotopique et on écrira

U=Xx 2z
si, pour tout objet V' € Ay le morphisme py ¢ induit par (p, g, )
Homa(V,U) = Homa(V, X) %} vy Homa(V, Z)

est une équivalence faible; a droite il s’agit du produit fibré homotopique d’ensembles
simpliciaux (obtenu par remplacement d’'un des morphismes par une fibration de Kan),
et le morphisme est défini & homotopie pres apres remplacement a droite par un ensem-
ble simplicial de Kan. En fait le lecteur pourrait imaginer qu'on a fp = gq et que 7
est ’homotopie constante—ce sera le cas notamment dans nos exemples provenant des
catégories de modeles fermées—mais si on imposait cette condition alors la notion ne
serait pas invariante par équivalence A = A’ de catégories simpliciales. Si fp et gq sont
égaux, le morphisme ci-dessus est bien défini a valeurs dans le produit fibré strict habituel
(non-homotopique).

Si (V,p',q',') se trouve étre un autre produit fibré homotopique (pour les mémes
données) alors la fibre homotopique de py,y au-dessus de (p',q’,7’) est contractile, tout
comme celle de pyy au-dessus de (p, q,7), ce qui fournit des ensembles simpliciaux con-
tractiles canoniques de morphismes U — V et V — U, et assure 'unicité essentielle du
produit fibré homotopique (U, p, q, ) s'il en existe un.

On dira que A admet des produits fibrés homotopiques s’il existe un produit fibré
homotopique (U, p,q,7) = X X} Z pour tout couple de morphismes X — Y < Z de A.
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On a une notion duale de coproduit homotopique: si X LY 4 7 est un diagramme
dans A, le coproduit homotopique correspondant est un quadruplet(U, i, j,d) avec i : X —
U, j: Z — U et § une homotopie if ~ jg. On laisse au lecteur le soin de donner des
précisions analogues a ce qui est dit plus haut pour le produit. On notera le coproduit
homotopique

(U,i,5,0) = X U} Z,

et on dira que A admet des coproduits homotopiques s’il existe un tel coproduit homo-

topique pour tout couple de morphismes X Ly sz

Ces notions sont les généralisations aux objets d'une catégorie simpliciale quelconque,
des holim et hocolim de Bousfield-Kan [15] et al..

Ces notions peuvent étre définies de la méme fagon pour une 1-catégorie de Segal A &
condition de choisir un scindage Ay, x4, A1, — Ay, (un tel scindage existe par exemple
si A est fibrante) fournissant un morphisme de composition Ay, x 4, A1) — Ay/; et on n’a
pas besoin des relations de cohérence supérieures. On laisse ce développement au lecteur,
ainsi que le soin de vérifier que ces notions de limites et colimites sont compatibles avec
les définitions de [95].

Dans [41], Gabriel et Zisman ont introduit une notion de produit fibré homotopique
dans une 2-catégorie stricte, et ils l'ont utilisée pour construire le foncteur 2 sur la
catégorie homotopique Ho(Top) donnant lieu & la suite exacte longue d’une fibration.
Dualement ils ont introduit une notion de coproduit homotopique et 1'ont utilisée pour
construire le foncteur 3 sur Ho(Top). Dans les deux cas, en utilisant la structure de 2-
catégorie, ils produisent des limites ou colimites bien définies dans la 1-catégorie obtenue
par troncation (en l'occurrence la catégorie homotopique). On peut voir la notion de
produit fibré homotopique ci-dessus comme une généralisation de leur notion au cas des
n-catégories (1-groupiques) quand n tend vers U'infini. Expliquons en quoi les deux con-
structions sont compatibles: si A est une catégorie simpliciale alors la construction de [41]
pour T'op s’étend en une version de 7<oA qui est une 2-catégorie stricte; et on peut alors
appliquer argument de [41] & 7<3A. Si A admet des produits fibrés homotopiques au
sens ci-dessus, alors 7<sA vérifie les conditions (A), (B), (C) de [41], et le produit qu'’ils
définissent est I'image de notre produit fibré homotopique dans le tronqué 7<; A (en fait ils
regardent surtout la fibre homotopique au-dessus d’un point de base mais pour le produit
fibré 'argument est le méme).

L’argument de Gabriel-Zisman permet—en passant par 7<oA— de munir 7<; A d’une
structure supplémentaire avec les opérations €2 (quand A est pointé et admet des produits
fibrés homotopiques) et ¥ (quand A est pointé et admet des coproduits homotopiques).
Alternativement (mais on souligne quand-méme que l'argument de Gabriel-Zisman date
de 1964) on peut induire directement vers le tronqué 7<1 A, ces opérations qu’on peut
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définir sur A par

QX = x *
et

XY = U *.

Une version de I'argument de Gabriel-Zisman adaptée aux catégories d.g. de complexes,
est donnée par Bondal-Kapranov [14]. Nous ne nous sommes apercu de l'existence de
I’argument de Gabriel-Zisman qu’apres que M. Kontsevich nous a indiqué le résultat de
Bondal-Kapranov.
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8. Localisation de Dwyer-Kan

Une bonne source d’exemples de catégories simpliciales, et donc de 1-catégories de
Segal, est la théorie des localisées simpliciales L(C, W) (et leurs variantes L¥ (C, W) qui
sont équivalentes) développée dans les papiers de Dwyer et Kan [31], [32], [33]. Si C' est
une catégorie et W une sous-catégorie on obtient une catégorie simpliciale L(C, W) “en in-
versant homotopiquement les fleches de W” (souvent la sous-catégorie “des équivalences”
W est sous-entendu, dans ce cas on utilisera la notation L(C') voir Convention 8.3 ci-
dessous). Nous renvoyons le lecteur aux travaux [31], [32], [33] pour plus sur les notations
et définitions.

Ici, le terme “localisation” n’a pas exactement la méme signification qu’au §6 (bien
qu’il y ait un rapport entre les deux notions). Pour le reste du papier nous utiliserons le
mot “localisation” pour parler de la localisation de Dwyer-Kan (ou de son analogue pour
les n-catégories de Segal).

Pour étre historiquement correct il convient de préciser que Quillen [83] avait déja,
avec sa notion de catégorie de modeles fermée simpliciale, trouvé la plupart des catégories
simpliciales qu’on construit avec la localisation de Dwyer-Kan; et en particulier, dans
tous nos exemples, la cmf M qu’on localise admet déja une structure simpliciale et on
pourrait donc faire référence & [83]. Cependant, I'observation de Dwyer-Kan selon laquelle
la structure simpliciale ne dépend, a équivalence pres, que de M et de sa sous-catégorie
d’équivalences faibles est une amélioration treés importante par rapport [83] qui permet
d’obtenir facilement des fonctorialités sans avoir a vérifier qu’un foncteur préserve la
structure simpliciale. C’est pour cette raison que nous utilisons systématiquement cette
construction de Dwyer-Kan.

On commence par une remarque plus ou moins triviale mais qui n’apparait pas ex-
plicitement dans [31], [32], [33]. C’est une variante du Corollaire 3.6 de [32] dans laque-
lle on considere des foncteurs non nécessairement adjoints et des transformations na-
turelles de direction quelconque. Pour exprimer cette observation, convenons d’appeler
chaine de transformations naturelles entre deux foncteurs A et B la donnée d’une suite
Ag = A, A, ..., A, = B de foncteurs et d'une suite uq,...,u, ou u; est une transforma-
tion naturelle soit de A;_; vers A; soit de A; vers A;_;. Convenons aussi de dire qu’une
transformation naturelle u entre deux foncteurs F,G : C' — D est a valeurs dans la sous-
catégorie W de D si pour tout objet X de C, u(X) est un morphisme de W (de méme
pour une chaine de transformations naturelles).

Lemme 8.1 Soit C et C' deux catégories munies de sous-catégories W et W'. Soient

F:C—-C, G:C'"=C
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deux foncteurs avec F(W) C W' et G(W') C W. Supposons qu’il existe des chaines de
transformations naturelles u : GF < 1¢ et v : FG < 1 a valeurs respectivement dans
W et W'. Alors F induit une équivalence de catégories simpliciales

L(C,W) S L(C",W").

Preuve: L’existence d’une chaine de transformations naturelles a valeurs dans W implique
que le foncteur induit par GF sur L(C, W) est une équivalence: il résulte alors des Propo-
sitions 3.3 et 3.5 de [32] que le morphisme L(C,W)(X,Y) — L(C,W)(GFX,GFY) est
une équivalence, et il est facile de voir que GF : L(C, W) — L(C,W) est essentiellement
surjectif. De meme le foncteur induit par F'G est une équivalence. Par conséquent F' et G
induisent des équivalences. A la limite, cette derniere étape peut étre vue en utilisant la
structure de catégorie de modeles fermée pour les 1-précats de Segal: un foncteur est une
équivalence si et seulement s’il induit un isomorphisme dans la catégorie homotopique, et,
dans celle-ci, on peut utiliser le fait que I'existence d’inverses a droite et a gauche implique
I'inversibilité; enfin, pour conclure, on observe qu’un foncteur entre catégories simpliciales
est une équivalence si et seulement si le foncteur correspondant entre 1-catégories de Segal
est une équivalence. O

L’observation suivante est utile pour traiter des sous-catégories définies par des con-
ditions homotopiquement invariantes, par exemple des catégories de complexes a coho-
mologie supportée dans un intervalle.

Proposition 8.2 Soit C' une catégorie et W une sous-catégorie de C' admettant un calcul
de fractions homotopique (cf [41]). Soit B C C wune sous-catégorie pleine définie par
une propriété W-invariante, i.e. l’image inverse d’un sous-ensemble B’ de ’ensemble de
classes d’équivalence d’objets de L(C,W). Alors (B,W N B) admet un calcul de fractions
homotopique et L(B,W N B) — L(C,W) est homotopiquement pleinement fidéle, avec
pour image essentielle la sous-catégorie pleine de L(C, W) image inverse du méme sous-
ensemble de l’ensemble des classes d’équivalence.

C’est une conséquence directe de la définition de Dwyer-Kan ([32] Definition 6.1). O

L’application principale de la construction de Dwyer-Kan cf [32] fournit, a partir d’une
catégorie de modeles fermée M et de sa sous-catégorie W des équivalences faibles, une
catégorie simpliciale L(M, W).

Convention 8.3 Si M est une catégorie de modéles fermée (ou une sous-catégorie d’ob-
jets fibrants, cofibrants etc.) on notera L(M) la localisée de Dwyer-Kan par rapport d
la sous-catégorie des équivalences faibles. Cette convention s’étendra a toute catégorie
dans laquelle il y a une notion naturelle “d’équivalence”. En cas de confusion pos-
sible, e.qg. quand il s’agit de comparer les équivalences pour la topologie grossiére et
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les G-équivalences, on remettra W dans la notation par exemple L(nSePCh, W&®) ou
L(nSePCh,W¥9).

Signalons maintenant quelques méthodes de calcul des “complexes de fonctions”, i.e.
des ensembles simpliciaux de morphismes dans L(M) ou M est une catégorie de modeles
fermée. Il y a bien str la définition directe de [31] & l'aide d’une résolution de M par des
catégories libres simpliciales; nous renvoyons le lecteur a [31] pour plus de détails.

La deuxieme méthode est celle des “hamacs”, de Dwyer-Kan [32]. Cette méthode
convient pour toute localisation mais avec des hamacs de longueur arbitraire. Comme
il est remarqué dans [32], dans le cas d’une catégorie de modeles fermée, on peut se
restreindre aux hamacs de longueur 3. Pour z,y € M on note

ham?*(M; z,y)
la catégorie de diagrammes de la forme
r—a—>b+y

ou la premiere et la derniere fleche sont des équivalences faibles i.e. dans W. Les mor-
phismes dans ham?®(M; 2, %) sont les diagrammes de la forme

T <~ a — b +— y

\ i S \

r — a — b +— y

ou les fleches verticales aux deux bouts sont les identités de = et de y. Dwyer et Kan don-
nent dans [32] une équivalence faible d’ensembles simpliciaux naturelle entre le complexe
de fonctions entre x et y, et le nerf de la catégorie des hamacs:

L(M)y/(z,y) = vham®(M; z,y).

La derniere méthode est celle des “complexes de fonctions homotopiques” (“homotopy
function complexes”), de Reedy [86], et de Dwyer, Hirschhorn, Kan [30] [59] [33]. Ceci
est une généralisation ou affaiblissement de la méthode de Quillen [83] de considérer une
structure simpliciale sur la catégorie de modeles fermée. Dans la méthode des “function
complexes”, on n’exige pas autant de fonctorialité, ce qui donne plus de flexibilité (au prix
du fait, comme remarqué dans [30], que la composition des fonctions n’est plus directement
accessible—mais ceci ne pose pas de probleme car on dispose déja de la catégorie L(M)).

Soit x,y € M. Une résolution simpliciale fibrante de y est un objet simplicial de M,
y € M?° muni d’un morphisme c*y — y oul c*y est 'objet constant & valeurs ¥, tel que
y — y(p) soit une équivalence faible pour tout p € A, et tel que y soit fibrant pour la
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structure de Reedy de M*° (voir [86] [59] [30] [46] ainsi que notre discussion plus bas).
Dualement, une résolution cosimpliciale cofibrante de x est un objet cosimplicial de M,
X € M muni d'un morphisme x — c*z tel que x(p) —  soit une équivalence faible pour
tout p € A, et tel que x soit cofibrant pour la structure de Reedy sur M*.
Avec ces résolutions, on obtient (voir loc cit.) une équivalence naturelle d’ensembles
simpliciaux
L(M)l/(mu y) = d*Ml/(Xu Y)

ou le terme de droite est la diagonale de ’ensemble bisimplicial de morphismes entre les
deux résolutions. Si x est cofibrant, on a

L(M)y(z,y) = My/(z,y)

tandis que si y est fibrant on a

L(M)l/(muy) = Ml/(X7 y)

Ceci est une généralisation directe de la notion de calcul de complexes de fonctions en
algebre homologique ( a l'aide résolutions projectives et injectives de complexes). Ce
cadre tres satisfaisant est (& notre connaissance) di & Reedy [86], et & Dwyer, Hirschhorn,
Kan [30] [59] [33]; et c’est ce & quoi pensait Quillen en intitulant “algebre homotopique”
son livre [83]. Plus loin on retrouve les origines dans la théorie des hyper-recouvrements
de Verdier [4].

Si M est une catégorie de modeles fermée simpliciale (c’est le cas principal envisagé
par Quillen [83]), on obtient des résolutions a partir de la structure simpliciale, donc
la localisée L(M) est équivalente a la catégorie simpliciale M, cs;’l des objets cofibrants et
fibrants.

Dans l'introduction de [33], Dwyer-Kan indiquent sans entrer dans les détails que L(M)
“capture toute I'information homotopique supérieure implicite dans M” que Quillen [83]
avait recherchée, et partiellement reconstituée dans la catégorie homotopique de M—pour
le cas non simplicial. En fait on peut préciser leur affirmation. En effet, le lemme suivant
et son corollaire autorisent les constructions de Gabriel-Zisman qu’on a rappelée au §7
plus haut et, dans le cas pointé, celles-ci induisent bien sur Ho(M) = 7«1 L(M, W) la
“structure triangulée” définie par Quillen.

Lemme 8.4 Si M est une catégorie de modéles fermée, alors L(M) admet des produits
fibrés homotopiques et des coproduits homotopiques au sens du §7 ci-dessus.

Preuve: On applique la méthode des résolutions rappelée ci-dessus. Soit

T Yz
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un diagramme entre objets fibrants de M, avec les deux fleches fibrantes (tout diagramme
pour un produit fibré dans L(M) est équivalent & un diagramme de cette forme). Pour
u € M, on choisit une résolution cosimpliciale cofibrante u — u. Alors le carré

L(M)l/(z,:v Xy2) — L(M)i/(uw)
L(M)y/(u,z) = L(M)i(w,y)

est équivalent au carré cartésien d’ensembles simpliciaux

M(u,z x,2) — My(u,z)

l |
Ml/(u7m) — Ml/( 7y)

Les morphismes en bas et a droite sont des fibrations de Kan (on peut le vérifier en
utilisant le fait que u est cofibrant de Reedy et que les morphismes z — y et z — y sont
fibrants). Donc ce carré est aussi homotopiquement cartésien, donc le carré des complexes
de fonctions est homotopiquement cartésien. Ceci montre que = X, z est un produit fibré
homotopique de = et z au-dessus de y.

La démonstration pour les coproduits homotopiques est duale. O

Corollaire 8.5 Si M est une catégorie de modéles fermée, la 2-catégorie stricte T<o L(M)
vérifie les propriétés (A), (B), (C) de Gabriel-Zisman et (dans le cas pointé) leur con-
struction des opérations ) et X s’applique, et donne donc la “structure triangulée” sur
HoM = TglL(M).

La vérification est laissée aux soins du lecteur. O

Pour une version plus générale de ce lemme, qui permet de calculer les limites indexées
par une petite catégorie, voir la proposition 14.2 ci-dessous (pour les colimites, voir 14.3).

On revient maintenant a des considérations générales sur la localisation. On va définir
la localisation pour une n-catégorie de Segal. Soit donc A une n-précat de Segal et f € Ay
une i-fleche, 1 <i < n. On rappelle qu’avec les notations de [95] on a

A= MOTnSepc(h(li), A) = MOTnSePC(Z'T(*)7 A)

olt h(1") est la n-précat de Segal représentée par 1° € O™ 1! et ot iT désigne I'opération T
de [95] itérée i fois. On a I’égalité Y (x) = I, ou I est la 1-catégorie ayant deux objets 0, 1
et un morphisme 0 — 1. On peut écrire Y (x) = (i — 1)Y (). Notre i-fleche f correspond
donc a un morphisme

fi(i—1)T) — A
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Soit I la 1-catégorie ayant deux objets 0,1 et un isomorphisme 0 = 1. Ona I C I, et
donc une cofibration
(i — 1Y) = (i —1)Y(I)

qu’on combine avec f pour définir
nSeL(A, f) := AUEYTD (; _ 1)7(T).

C’est une n-précat de Segal (méme si A était une n-catégorie de Segal, ce n’est pas en
général une n-catégorie de Segal). Il faut appliquer 'opération SeCat (ou un remplace-
ment fibrant) pour obtenir une n-catégorie de Segal SeCat(nSeL(A, f)).

Si B est une n-catégorie de Segal fibrante et u : A — B un morphisme, alors u s’étend
en un morphisme

u' :nSeL(A, f) — B

si et seulement si I'image u(f) est inversible & homotopie pres dans B, i.e. si elle est
inversible comme i-fleche dans 7<;(B).

On peut préciser un peu plus cette propriété universelle; mais il nous faut faire appel
aux notations de la section §11 ci-dessous. Le lecteur est invité a lire le §11 (voir aussi
[94] et [95]) avant d’aborder ce qui suit jusqu’a la fin de la démonstration de la prochaine
proposition (sigle ©).

Pour B fibrant, le morphisme

Hom(nSeL(A, f), B) = Hom(A, B)

est pleinement fidele avec pour image essentielle la sous-n-catégorie de Segal pleine de
Hom(A, B) dont les objets sont les u tels que u(f) soit inversible & homotopie pres. Ce
résultat (pour la preuve voir la proposition ci-dessous) signifie que SeCat(nSeL(A, f))
possede la propriété universelle qui en fait une localisation de A.

En particulier on note que si f était déja inversible & homotopie pres dans SeCat(A),
alors le morphisme A — nSeL(A, f) est une équivalence faible.

On étend maintenant cette construction au cas des sous-ensembles de i-fleches. Soit
A une n-précat de Segal et soit W = {W*} un systeme de sous-ensembles de i-fleches
W C Ay, 1 < i < n. On définit alors nSeL(A, W) comme le coproduit de A avec un
exemplaire de (i — 1)Y(I) recollé le long de (i — 1)Y(I), pour chaque f € W% Si on
veut avoir une n-catégorie de Segal on peut ensuite regarderSeCat(nSeL(A,W)). On a
la méme propriété universelle, qu’on énonce sous la forme suivante.

Proposition 8.6 Soit A une n-catégorie de Segal et W = {W'} un systéme de sous-
ensembles de i-fleches W' C Ayi. Alors A — nSeL(A, W) posséde la propriété universelle
sutvante. St B est une n-catégorie de Segal fibrante alors

Hom(nSeL(A, W), B) — Hom(A, B)
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est pleinement fidele avec pour image essentielle la sous-catégorie pleine des v : A — B
tels que, pour tout f dans l'un des W', u(f) soit inversible a homotopie prés.

Preuve: Au vu des propriétés du Hom interne cf 11.1 ci-dessous, il suffit de voir cette
propriété pour l'inclusion

(i — 1)) — (i — 1))

Un morphisme

(i = 1)T(I)
est la méme chose qu'un morphisme
I — B]_i—l/.

Comme Bji-1, est fibrant, un tel morphisme s’étend a I si et seulement si la i-fleche en
question est inversible a équivalence pres. Il reste a prouver que le morphisme

Hom((i — 1)Y(I), B)1/(f,9) — Hom((i — 1)Y(I), B)1/(f,9)

est une équivalence; on va montrer que c¢’est une fibration triviale en montrant la propriété
de reléevement pour toute cofibration triviale £ — E.
Pour cela il faut montrer que le morphisme

(i — 1)Y(I) x L(E) UE=DYOx01 (; — 1)P(T) x {0,1} — (i — 1)T(T) x T(E)

est une cofibration triviale. L’argument est le méme que dans la démonstration de ([95]
Theorem 2.5.1) et on ne le reproduit pas ici.
Avec ce fait, on obtient que pour toute cofibration £ — E’, la cofibration

(i — DY(T) x T(E) UEDYOE) (j 1) 7(1) x T(E)

— (i —1)Y() x T(E)
est triviale, ce qui donne la propriété de relevement voulue (en notant qu’un morphisme

E — Hom((i — 1)Y(T), B)y/(f,9)

s’identifie a un morphisme

(i —1)Y(I) x Y(E) - B

se restreignant en f, g sur (i — 1)YT(I) x {0, 1} et de méme pour les autres morphismes du
carré dans le diagramme de relevement). a

@
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Revenons maintenant au cas des l-catégories de Segal. On a défini une localisation
1SeL(A, W) par tout sous-ensemble de 1-fleches W C A;. Dans ce cas on n’a pas besoin de
la notation Y puisqu’ on attache simplement des exemplaires de I le long des morphismes
I — A correspondant aux fleches de W. Cette construction est compatible avec celle de
Dwyer-Kan au sens suivant.

Proposition 8.7 Soit C' une catégorie et W C C une sous-catégorie. Alors il y a une
équivalence de 1-catégories de Segal (compatible avec l'identité de C')

L(C,W) S 1SeL(C, W)’
ou 1SeL(C,W)" est un remplacement fibrant de 1SeL(C, W).

Preuve: Rappelons ([31]) qu'une catégorie libre est une catégorie librement engendrée par
un ensemble de fleches qu’on appellera les générateurs. Si on fixe un ensemble O d’objets,
on a la notion de produit libre d’une collection de O-catégories (i.e. de catégories dont O
est 'ensemble d’objets). Si on fixe un ensemble de générateurs { f,} avec f, une fleche de
z, € O vers y, € O, notons par (f,) la O-catégorie libre engendrée par f,. La O-catégorie
libre engendrée par {f,} est alors le produit libre des O-catégories (f,).

On va prouver d’abord le résultat suivant: soit C' une catégorie libre (avec ensemble
O d’objets) et soient x,y € O. On va rajouter une fleche f de source x et but y. Soit

C' = Cx(f)

la O-catégorie libre engendrée par les générateurs de C plus f. D’autre part la fleche f
de C' correspond a un morphisme I — C’. On va prouver que le morphisme de 1-précats
de Segal

culewt 1 - ¢

est une équivalence faible.

Pour prouver ce résultat, on montre que C’ s’obtient & partir de CU®¥} I par une suite
de cofibrations triviales explicites. Pour tout ¢, soit F,C’ le sous-ensemble simplicial de
C" déterminé par les simplexes comportant au total, dans toutes leurs arétes principales,
au plus £ des générateurs de C’ (i.e. des générateurs de C plus f). Ici on compte, sur
une méme aréte (qui correspond a une fleche de C”), le nombre des générateurs (avec leur
multiplicité) qui entre en jeu dans la fleche en question. Soit FyC l'intersection de F,C’
avec (', c’est-a-dire le sous-ensemble simplicial de C' des simplexes comportant au plus £
générateurs de C' au sens ci-dessus. On a 1’égalité

F,C' = F,C U¥ T
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On va montrer que, pour £ > 2, F,C’" est obtenu a partir de F,_1C’ Uft¢ F,C par
coproduit avec une collection de cofibrations triviales. Pour cela, on appellera ¢-simplexe
élémentaire tout élément u € () dont les arétes principales sont des générateurs de C'.
Rappelons aussi (cf. [94]) que h(¢) désigne I’ensemble simplicial représenté par ¢ (considéré
comme 1-précat de Segal constant en la deuxieme variable simpliciale). Le morphisme

it h(0—1) U2 e —1) — h(0)

correspondant a 'inclusion de la premiere et de la derniere face, est une cofibration triviale
de 1-précats de Segal. '® Si u est un (-simplexe élémentaire vu comme morphisme de h(¥)
vers C', on a soit u : h(£) — C, soit

u (F O U e 0) =i (e = 1) UMD (e - 1))

Dans le premier cas on n’a pas besoin d’ajouter u; dans le deuxieme cas on peut ajouter
a F,_1C" UP1¢ F,C un exemplaire de h(£) recollé le long de h(¢ — 1) UPE=2) h(f — 1),
correspondant & u. Appelons provisoirement B le résultat de tous ces coproduits, un pour
chaque /-simplexe élémentaire non contenu dans C'. Il y a un morphisme évident B — C’
et il est facile de voir que ce morphisme est injectif, car un élément (i.e. k-simplexe)
introduit par la cofibration associée a u connait tous les générateurs apparaissant dans
u, en particulier il ne peut provenir d’une cofibration associée a un u’ # u. D’autre part
I'image de ce morphisme est visiblement F,C’. Donc B = F,C" et on a prouvé que

Fg_lcl UFZ_IC FgC — FgC,
est une cofibration triviale. L’argument montre aussi que
Fg,10, UFZ_lC C— FgC, UFKC C

est une cofibration triviale. La composition de ces cofibrations triviales donne la cofibra-
tion triviale
FC'URCC =,

c’est-a-dire le résultat cherché.
Maintenant on continue la démonstration de la proposition. Notons A * B le produit
libre de deux O-catégories, et A U° B le coproduit en tant que O-précats de Segal (i.e.

157] est facile de voir par récurrence que le morphisme
h(m — 1) U* h(1) — h(m)

est une cofibration triviale, et on voit que 7 est une cofibration triviale en combinant ce résultat pour
m =/{ et m=/{— 1 avec la propriété “trois pour le prix de deux”.
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1-précats de Segal ayant O comme ensemble d’objets). Le résultat ci-dessus implique,
par récurrence (plus éventuellement passage & une colimite filtrante qui ne pose pas de
probléeme), que si C est la catégorie libre engendrée par {f,} alors

o

[I(fe) = C

[

est une équivalence faible de 1-précats de Segal. Il s’ensuit que si A et B sont des O-
catégories libres, alors le morphisme

AU B - AxB

est une équivalence faible de 1-précats de Segal.

Si A est une O-catégorie simpliciale on peut la considérer comme 1-catégorie de Segal
(en utilisant la variable simpliciale comme deuxiéme variable simpliciale pour la catégorie
de Segal). Le résultat ci-dessus implique directement que si A et B sont des O-catégories
simpliciales, libres a chaque étage, a