SUR LA REALISATION DES MODULES INSTABLES

DONGHUA JIANG

RESUME. Dans cet article, on donne des restrictions sur la struc-
ture d’un module instable, qui doivent étre vérifiées pour que celui-
ci soit la cohomologie réduite d’un espace. On commence par une
étude sur la structure des sous-modules de $° H*(B(Z/2)9% 7./2),
i.e., les modules instables dont la filtration nilpotente est de lon-
gueur 1. Ensuite, on généralise le résultat aux modules instables
dont la filtration nilpotente est de longueur finie, et qui vérifie une
condition supplémentaire. Le résultat dit que sous certaines hy-
potheses, la cohomologie réduite d’un espace ne contient pas de
lacunes de longueur arbitrairement grande. Ce résultat est obtenu
par application du célebre théoréme d’Adams sur Uinvariant de
Hopf et de la classification des modules instables injectifs.

Ce travail est effectué sous la direction de L. Schwartz.

1. INTRODUCTION

En topologie algébrique, pour distinguer les espaces, on introduit
des invariants, tels que I’homologie, la cohomologie et I’homotopie des
espaces. Nous nous intéressons dans cet article a la cohomologie réduite
des espaces en tant que module instable sur I’algebre de Steenrod.

Un probleme central sur les modules instables est de savoir quand un
tel module est la cohomologie réduite d’un espace. Un résultat célebre
de J. F. Adams impose des restrictions fortes a un module instable pour
qu’il soit la cohomologie réduite d’un espace. Voici le résultat d’Adams
dont il est question :

Théoréme 1. (Adams, [1]) Soit X un espace ou un spectre, k > 4,
soit © € H"(X;Z/2) tel que S¢*z = 0,V i < k, alors S¢¥'z €
Zi<k Im(SQQl)-

Définition 1. Un module sur l'algebre de Steenrod M est un module
instable si pour tout élément z € M, S¢'x = 0, V i > |z|. Ici, |z|
désigne le degré de x.

Définition 2. Par lacune de longueur d dans un module instable M,

on entend une suite d’entiers I = {4,--- ,i+d—1} telle que M’ = {0},
1
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sije I, M=t # {0}, M #£ {0}. On note cette lacune par (i—1,i-+d)
ou (i—1,i+d—1].

Issue du théoreme d’Adams, une question intéressante est de savoir
si dans la cohomologie mod 2 d’un espace, il peut exister ou non des
lacunes de longueur arbitrairement grande.

Dans cet article, on démontre que c’est impossible sous certaines
hypotheses supplémentaires sur la structure de module instable.

Nous devons rappeler, pour énoncer ces conditions, diverses
définitions. Rappelons qu'un module M est connexe si M° = {0}.

Définition 3. La suspension d’un module instable M est le module
YM tel que (EM)° = {0} et (EM)" =M""', Vn>1

Définition 4. Un module instable M est réduit si le morphisme Sq :
M — M défini par Sqy(z) = Sqi®/(z) = 22, V x € M, est injectif.

On va se restreindre dans la suite & étudier des modules instables
dont I’enveloppe injective est somme directe finie d’objets injectifs
indécomposables. D’aprés la classification des U —injectifs (Lannes-
Schwartz, [5]), on sait que pour un tel module instable réduit M, il
existe d, ag tels que M se plonge dans H*(B(Z/2)%¢; Z/2)%. Si M
est connexe, on peut supposer oy = 1. Donc pour établir une pro-
priété pour les modules instables réduits, il suffit de le faire pour les
sous-modules instables de H*(B(Z/2)%% Z/2)®%. Dans la suite on sup-
posera ag = 1, les démonstrations s’étendont sans probleme.

Définition 5. (Schwartz, [8]) Un module instable M est s—nilpotent
s’il est I'union de ses sous-modules ayant une filtration finie dont les
quotients sont des s—eme suspensions.

Soit U la catégorie des modules instables. On désigne Nil, la sous-
catégorie abélienne pleine de U/ des modules s—nilpotents. La sous-
catégorie Nils est épaisse (voir [2], [9]). On a une filtration de U :

- C Nily C Nily = N C Nily = U.

Soit nil, : U — Nily 'adjoint & droite de I'inclusion Nily, — U,
nils M est le plus grand sous-module d’un module instable M dans
Nil, et on a la filtration nilpotente de M :

Proposition 1. ([4], [7]) Soit M un module instable. Alors
nils M /nils 1 M = X° R,

est la s—eme suspension d’un module instable réduit.
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Définition 6. La filtration nilpotente d’un module instable M est de
longueur finie s’il existe un n > 0 tel que nil, M = 0.

Définition 7. Soit M un module instable connexe réduit non trivial.
On désigne par n; < np < --- les degrés n tels que M™ # {0}. Suppo-
sons que M se plonge dans H*(B(Z/2)%%7Z/2). M sera dit de type
T, si en degré supérieur ou égal a nq, il contient une lacune de longueur

I > max{2"™ nj —njj=1,---, 1+ (d—1)2"?}.

Remarque. Le module M est nécessairement infini car M est réduit
connexe non trivial.

Théoreme 2. Soit un module instable connexe M qui est une
suspension itérée d’un sous-module instable connexe de type 7 de
H*(B(Z/2)%%7/2). Alors M n’est pas réalisable, i.e., il n’existe au-
cun espace X tel que M = ﬁ*(X;Z/Q).

En fait le théoreme d’Adams s’applique aussi aux spectres. Il en est
donc de méme du théoreme précédent, la suspension itérée peut étre
positive ou négative et le module n’est ni la cohomologie réduite d’un
espace ni la cohomologie réduite d’un spectre.

Une généralisation de ce théoreme est faite sous certaines hypotheses
pour les modules instables connexes ayant une filtration nilpotente de
longueur finie.

Définition 8. Un module instable connexe M dont la filtration nilpo-
tente est de longueur finie est de type 7, si

1) M est non nul dans des degrés arbitrairement grands;

2) Les quotients nil, M /nils1 M non triviaux s’écrivent sous la forme
Y™ Ry, Ry, réduits, 1 =1,--- .1, m; < --- < my, alors I'un des R,,,
(que lon note R,,) est non-trivial dans les degrés n; < ng < ---,
et on suppose qu’il existe d tel que tous les R, se plongent dans
H*(B(Z/2)%%Z/2)%;

3) On suppose alors qu’en degré supérieur ou égal a m + ny, M
contient une lacune de longueur

1> max{m;2"* n;\; —njj=1,--+, 1+ (d—1)247}.

Condition 1. Soit M un module instable connexe dont la filtration
nilpotente est de longueur finie. On désigne par ¥™ R,,. les quotients
nils M /nils, 1 M non triviaux, i = 1,--- £, m; < --- < my.

On dira que M vérifie la condition 1 si

mi+1_mi7é1:274:87 1S2§t—1,
mi+2_mi7é87 ]-Slgt_Qa
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c’est-a-dire, m; — m; = 28 n’a pas de solution pour 1 < 4,5 < t et
0<p<3.

Théoreme 3. Tout module instable connexe M dont la filtration nil-
potente est de longueur finie, qui est de type 7 et vérifie la condition
1, n’est pas réalisable, i.e., il n’existe aucun espace ou spectre X tel
que M = H*(X;7Z/2).

Corollaire 1. La longueur des lacunes ne peut pas étre arbitrairement
grande dans un module instable connexe réalisable dont la filtration
nilpotente est de longueur finie et vérifie la condition 1.

Dans cet article, on suppose que tous les modules sont de dimension
finie en chaque degré, que leur enveloppe injective est somme directe fi-
nie de modules injectifs réduits. Les résultats obtenus sont conséquences
du théoreme d’Adams et de la classification de Lannes-Schwartz.

Voici quelques détails sur le plan de cet article. Dans la section 2,
on définit des opérations ), s, > 0. La section 3 contient un résultat
combinatoire. En utilisant ce résultat, le théoreme 2 est démontré dans
la section 4. Ensuite, le théoreme 3 est démontré dans la section 5.
La derniere section contient des généralisations pour le cas p premier
impair. Il y a un appendice a la fin sur les opérations de Steenrod.

2. LES OPERATIONS Q%, s,t >0

Dans cette section, on définit les opérations ()7, s,t > 0 et on donne
brievement leur propriétés utilisées dans les sections suivantes. Pour
plus de détails sur ces opérations, on renvoie les lecteurs a I’appendice.

Définition 9. Les opérations ), s,t > 0 sont définies récursivement
comme suit :
1. Q5 = Sq* ;
t4s+1 t+s+1
2.Qi = QiS¢ —S¢¥T Q.

Notation 1. On note souvent QY par );, qui est la notation usuelle
de I'opération de Milnor concernée.

Pour établir les propriétés de ces opérations ();, on a besoin d’intro-
duire quelques notations.

Notation 2. Le symbole (nq,--- ,n,) désignera le monéme u™ @ - - - ®
u" ou z7* - - -z dans H*(B(Z/2)®% Z/2) qui s’identifie & Fy[u]®? ou
Folz1, -+ ,24], u et les x; étant de degré 1. Un tel mondme sera dit
basique.

Notation 3. Comme d’habitude, Sqy désigne ’opération définie dans
un module instable par Sgox = S¢*'z. On a donc S¢§(ny,- -+ ,ng) =
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(2°n4,---,2°ng4), et Im(Sq) est l'ensemble des éléments z =
Sicr(2n(i)y, - -+ ,2°n(i)y) de H*(B(Z/2)%%Z/2). Ici, I est un en-
semble de d—uplets i, qu’on écrit (n(i)1,---,n(i)q), n(i)e peut étre
nul.

Lemme 1. Soit M un module instable, on a pour tout n > 1,
S¢* Sqoxr = SquSq™z, VoelM.
De la définition de Q] et de Sqp, on déduit que :

Lemme 2. Soit M un module instable, on a V z € M,
Q" Sqir = SqiQ; T, Vor,s,t.

En particulier,
Q;Sqor = Sg3Q¢z, Vst

Corollaire 2. 1. Soit M un module instable, on a V z € M,
QQi S = QiQrSgiz, ¥V t, 7 > 0; (Q})*Sggz = 0.
2. Pour M, N deux modules instables,
QRir®y) =Qlz®y+z®Qjy, Va € Sqi(M), y € Sgi(N).
3. Si u est le générateur de H'(B(Z/2);7Z/2),
QquSqu =0 et Qquguzl“ — Sq8u21+2t+1 _ uzs(2l+2t+1).

3. UN RESULTAT COMBINATOIRE

Dans cette section, on établit d’abord un résultat combinatoire. En-
suite, on I'applique & un élément quelconque de H*(B(Z/2)%%7/2)
pour obtenir des contraintes imposées par certaines conditions d’annu-
lation induites par ’existence de lacunes.

Soit un élément z € H*(B(Z/2)%%Z/2), x = >, (n(i)1, - -+, n(i)a)
somme des mondémes basiques deux & deux distincts (n(i)1, -+ ,n(i)q),
1€ 1.

Pour commencer, on définit quelques notations combinatoires.

Définition 10. Soit [ > 0. On dira qu’il y a un /—échange entre deux
monomes basiques s’il existe 7, j tels que ces deux monomes constituent
une paire de la forme

I+1
(ula Tt auiflaQU’i + 1aui—|—1a e aujflaQU'j +2 yUjg1y- ,Ud)
et
I+1
(ula" : aui—1a2ui +2 s Ui41, 00 1uj—112uj + 1auj+15' o ,Ud).

Remarque. C’est I’annulation sous 'action de I'opération (; sur un
élément r qui suggere cette définition, puisque ’opération (); est une
dérivation.
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Définition 11. On dira qu’il y a une (I, s)—chaine, [ < s, entre deux
monémes basiques o et 3 d’un élément x € H*(B(Z/2)%%7Z/2) s'il
existe des monomes basiques

=0, a1, ~++, o =f

de cet élément tels qu’il y ait un m—échange, | < m < s, entre «; et
(07N P VZZO,l, ,t—l

Définition 12. Un sous-ensemble de I’ensemble des monomes basiques
d’un élément x € H*(B(Z/2)%%7Z/2) est une (I,s)—classe, | < s,
si pour tout monéme basique a dans ce sous-ensemble, et pour tout
m, | < m < s, il existe un monéme B dans ce sous-ensemble et un
m—échange entre « et 5.

Remarque. C’est I’annulation sous ’action des opérations @,,, | <
m < s, sur un élément x qui suggere cette définition, puisque les
opérations (), sont des dérivations.

Voici une propriété fondamentale des (I, s)—classes :

Proposition 2. Pour toute (I,s)—classe d'un élément z €
H*(B(Z/2)®% Z/2),on a s —1 < d — 2.

Démonstration. On dira qu’un élément x € H*(B(Z/2)%% Z/2) est de
support T' C {1,--- ,d}, si pour tout monéme basique z{* - - - z3¢ de z,
et Vi € T, 'exposant o; ne dépend que de x et non du ménome basique
choisi. On note 7 = #7T qu’on apellera la taille de z, les monomes
basiques de x ont 7 exposants en commun au moins.

Considérons donc une (I, s)—classe de z et soit x; la somme des
monomes de cette classe, T son support et 7, sa taille. On va construire
récursivement des sous— ([, s — t)—classes de support Ts_; et de taille
Ts—¢ telle que 75y > 75411 + 1.

Supposons avoir construit une sous—(l, s — ¢t + 1)—classe de support
T 441 et de taille 75_41. On choisit une paire de mondmes basiques
a et B de cette sous-classe telle qu’il y ait un (s — ¢ + 1)—échange
entre a et 3. On suppose de plus que ’exposant impair qui apparait
dans cet échange dans le monoéme basique a est maximum pour ce type
d’échange. On note cet exposant de o par oy, = 2a + 1, ol p désigne la
position de « ol cet exposant apparait. Donc 3, = 2a + 252,

Le choix de « fait que toute (I, s — t)—chaine contenant 3 ne change
pas la valeur (paire) correspondante. Raisonnons par I’absurde. Car
sinon, choisissons la ([, s —t)—chaine la plus courte contenant (3, disons
de 3 a 7, telle que 7y ait une valeur impaire sur cet exposant, une telle
chaine existe par hypothese. Il y a un m—échange, | < m < s —t, qui
change la valeur de ’exposant, entre v et un monoéme basique dans la
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chaine. La valeur de I'exposant considéré est la méme que la valeur de
celui de 8 par hypothese. Ceci implique que I’exposant de 7, en cette
place, est v, = 2a+25 T2 —2™*1 1 et est strictement plus grand que
celui de «, «,, en la méme place. Il y a donc une contradiction.

En choisissant tous les monoémes basiques de la sous—(l,s — ¢ +
1)—classe tels qu’il existe une (I, s — t)—chaine entre ces monomes et
[, on obtient un ensemble de monomes basiques.

Cet ensemble est une sous—(l, s — t)—classe car pour tout monéme
1 de cet ensemble, et pour tout m, ] < m < s—1t, il y a d’une part un
m—échange entre 7 et un monéme yu dans la sous—(I, s —t + 1)—classe,
d’autre part une (I, s — t)—chaine entre 5 et 3, donc il y a une (I, s —
t)—chaine entre p et 5. On déduit que p est un mondme de ’ensemble
et que le m—échange entre n et u est un échange dans ’ensemble, d’ou
I’ensemble considéré est une sous—(l, s — t)—classe.

Si on note par T ; le plus grand sous-ensemble de {1,--- ,d} tel que
cette sous— ([, s—t)—classe est de support Ts_;, alors il est clair que T_;
contient 75411 U {p}. Donc on a construit une sous—(l, s — t)—classe
de support Ts_; et de taille 75_y > 75411 + 1.

Si on prend ¢ = s — 1, alors on a une sous—(l,[)—classe de support 7;
et de taille 77 telleque 7, > 71 +1>--- > 75 +s5s—1 > s—[. Comme il
existe des [—échanges dans cette classe, il y a au plus d — 2 exposants
invariants. D’ou, d —2 > 17 > s — [. O

Corollaire 3. Soit £ un élément d’un sous-module instable de
H*(B(Z/2)®% Z./2) tel que x € Im(S¢q}) — Im(Sg5t) et que Qix = 0,
Vp<t<g. Alorsonaqg—p<d-—2.

Démonstration. Puisque z = Sqiz’ € Im(Sg3) —Im(Sg™), il existe au

moins un monome basique a de ' avec au moins un exposant impair.
L’ensemble des monémes basiques de 2’ qui sont dans une (p, ¢)—chaine
contenant « est une (p, ¢)—classe. Puisque d’apres la définition, chaque
monome S de cet ensemble contient au moins un exposant impair, et
comme l’action de 'opération )] sur 8 donne un monome qui contient
un exposant pair en la méme place, ’annulation de (); sur x entraine
I’existence d’un m—échange, p < m < ¢, entre S et un monoéme de
I’ensemble. Par conséquent, on a ¢ —p < d — 2. U

Corollaire 4. Soit z un élément d’un sous-module instable de
H*(B(Z/2)®% 7Z,/2). Si Asx contient une lacune (|z|,|z| + ], | > 2*
pour un certain k > d — 2, alors x € Im(Sgh—%*?).

Démonstration. Soit a tel que z = Sq¢z’ € Im(Sqg) — Im(Sqd™!). Si

a>k,onaa>k—d+2. Sia<k,alors 'existence de la lacune dans
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Aoz implique que V¢ =0,--- ,k — «,
SqeSq¥ s = S¢* " Sqda' = S¢¥ "z = 0.

Donc S22’ =0,V¢t=0,--- ,k—a. Donc Quz' =0,V¢t=0,---, k—a.
D’apres le corollaire 3, ona k —a <d—-2,doua>k—d+ 2. O

Remarque. 1. Les énoncés de cette section sont aussi vrais pour un
élément quelconque de H*(B(Z/2)®% 7 /2)%. Ci-dessus, on a traité le
cas ou ag = 1. Pour tenir compte du fait que 'on peut se placer dans
H*(B(Z/2)%% 7/2)%% il faudrait compliquer un peu les notations en
rajoutant un indice 1 < a < 4. On dit que les (n(i)1,4, - ,7(2)d,0)
sont les monomes basiques de x.

2. Comme la suspension commute avec les opérations de Steen-
rod : 095¢° = Sq¢'0?. Ces corollaires sont aussi vrais pour une
suspension quelconque d’un sous-module instable quelconque de
H*(B(Z/2)%% 7./2)%.

4. LA DEMONSTRATION DU THEOREME 2

Cette section est consacrée a la démonstration du théoreme 2. Soit
donc M un module instable qui est la cohomologie réduite d’un espace.
Supposons de plus que M est réduit. Alors :

Théoréme 4. (Lannes-Schwartz, [5]) Un module instable réduit
(resp. connexe) M dont l'enveloppe injective est somme directe fi-
nie d’injectifs indécomposables est isomorphe a un sous-module de
H*(B(Z/2)%%7/2)%% (aq > 0) (resp. H*(B(Z/2)®% Z/2)) pour d as-
sez grand.

On va considérer dans la suite des modules non réduits mais suspen-
sions itérées de modules réduits.

Démonstration du Théoréme 2. Soit M un sous-module instable
connexe de Y H*(B(Z/2)%% Z/2) qui est la cohomologie réduite d’un
espace. Reprenons les notations introduites avant le théoreme 2 : M
est non trivial dans les degrés s +n; < s+ ny < ---. Supposons qu’en
degré supérieur ou égal a s + ny, (n,n + ] est la premiere lacune de
longueur [ telle que :

1> max{2" n;y —nj,i=1,---, 14 (d—1)297?}.
Soit k l'unique entier (> d + 4) tel que 2+ > | > 2k

Soit donc z € M™, x # 0, Asx contient une lacune (n,n + []. Le
corollaire 4 entraine 2¥=4+2|p.

Lemme 3. En degré strictement inférieur a n, il n’existe pas de degrés
m tels que 28772 fm et M™ #£ {0}.
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Démonstration. Supposons qu’en degré strictement inférieur a n, il
existe des degrés m tels que 2¥=9*2m et M™ # {0}. Soit mg le
plus grand de ces degrés, et soit y € M™, y # 0. On suppose
que y = Sq¢z € Im(Sqg) — Im(Sqggt!). Comme 257942 fmy, on a
a<k-—d+1.

Si Apy contient une lacune (|y|,n + [], le corollaire 4 implique que
a >k —d+ 2, ce qui est impossible. Donc le plus petit degré non nul
supérieur ou égal a my + 1 dans Ayy est inférieur a n + [ et est donc
de la forme 2¥=94*2¢ = p d’apres I’hypotheése de maximalité de my.

Comme les SqZh engendrent multiplicativement A5, on a p = mg+2°
(rappelons I’hypothése de minimalité de p). En particulier, Sq2ﬁy est
non nul. Comme y € Im(Sq¢), on a alors § > « car SQQBSQ(‘)"Z =
Sq(‘)’Sq?ﬂ*az qui est nul si « > B. On en déduit que pour a < k — d et
t > 1, 2k79+2 ne divise pas le degré de Q%y, en effet on a :

Qtyl = mo+2°(2"" 1)
— 2k—d+2q _ Qﬂ + 2a+t+1 —_9a,

Tant que ce degré est inférieur ou égal a n+1, Q)f'y est donc nul a cause
de I’hypothese sur my. Or pour 1 <t <k —a—1,

Qeyl = mo+ 242" 1)
< mp +29(2Fe — 1)
< n+l

Donc d’apres le corollaire 3, k —a—2<d -2, a >k —d.

Donc a doit étre k—d ou k—d+1. Par conséquent, 5 > o > k—d > 4.
Mais 3 ne peut pas étre plus grand que 4 a cause du théoreme d’Adams.
Ceci implique qu’un tel mgy n’existe pas. ]

Notons donc les degrés plus petits que n pour lesquels M est non
trivial comme suit

ro=n>r >--- et Vi, 2872p,
On a
Lemme 4. Pour tout z; de degré r;, Asz; contient la lacune (r;, n +1].

Démonstration. On raisonne par ’absurde. Si I’énoncé est faux, on
choisit un élément z; de degré maximal tel que A,x; contienne des
éléments non-nuls de degré supérieur a r; et inférieur a n 4 [. On choi-
sit dans (r;, n + [] le plus petit degré dans lequel Ayz; est non-nul. En
utilisant la base multiplicative de A, il est de la forme r; + 27, v > 0.
Comme les degrés dans l'intervalle (r;, n+1] o il y a des éléments non-
nuls sont divisibles par 2¥=%*2 on a v > k—d+2 > 6. Par conséquent,
on a une lacune (r;, 7;+27), v > 6, dans Ayx; avec S¢* z; # 0 en degré
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r; + 27. Par la maximalité de z;, il n’y a aucun élément y de degré
supérieur & r; tel que Asy contienne des éléments non-nuls de Asz; en
degré supérieur & |y| et inférieur & n+ 1. Donc 1’élément non-nul S¢*’ z;
ne peut pas étre dans ) . Im(Sq?'). Alors Pexistence de cette lacune
(r;,7;+27) dans Asx; est impossible a cause du théoreme d’Adams. O

On montre alors par récurrence que :
v i 2 j2d_2, 2k_d+]+2|Ti-
Supposons que c’est vrai pour j, alors

. d—2
[+ Zz('J:j(L)l)2 1(rd,-_2— Tit1)
[+ Zi:o ZZ(E;;L)E—Z 71(7%' - Ti+1)
219 + 2270 2d—22k—d—|—h—|—2

2k+]+1_

n+1l— T'(j+1)2d—2

IAVAN|

Puisque Ayz; contient une lacune (r;, n+1] et d’apres le corollaire 4, on
a donc 2k~ H3 |,V § > (5 +1)2472. Comme le cas j = 0 est démontré
ci-dessus, on a

2k_d+j+2|7'i, ) Z j2d_2-

Si on pose w = (d — 1)2972 alors 2¥*!|r,, et 2¢*1|r,, ;. L’intervalle
(rws1,7w) est donc aussi une lacune de M, en degré inférieur ou égal
A n et supérieur ou égal & s + ny, d’une longueur > 2t —1 > [ >

max{2%* n;; —n;,j=1,--- , 1+ (d—1)2¢"2}. Ceci est contradictoire
au choix de (n,n + 1.
Fin de la démonstration du Théoreme 2. a

5. LA DEMONSTRATION DU THEOREME 3

Dans cette section, on va étudier des modules instables dont la fil-
tration nilpotente est de longueur finie. Un exemple trivial d’un tel
module instable est un module instable quelconque de dimension finie.
Un autre exemple est la suspension d’un module réduit, la cohomologie
d’un groupe fini ou compact vérifie aussi cette hypothese [3].

Ci-dessous, on démontre un résultat sur la non-existence de grandes
lacunes dans les modules instables connexes réalisables dont la filtration
nilpotente est de longueur finie qui vérifie la condition 1.

Démonstration du Théoréme 3. Soit M un module instable
connexe qui est la cohomologie réduite d’un espace. Reprenons les no-
tations introduites avant le théoreme 3 : les quotients nils M /nils, 1 M
non triviaux s’écrivent sous la forme ¥X™ R, , R, réduits,7=1,--- t,
my < -+- < my que Pun des R,,, (que 'on note R,,) soit non-trivial
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dans les degrés n; < ny < ---. Supposons qu’en degré supérieur ou
égal & m + nq, la lacune (n,n + 1] soit la premieére de longueur

[ > max{m;2** nj ., —nj,5=1,--- 1+ (d—1)24%}.

Soit k I'unique entier tel que 28! > | > 2%

De la démonstration du théoreme 2, il résulte qu’il suffit de montrer
que pour tout élément x de M de degré inférieur a n, Asx contient
une lacune (|z|,n + {]. Pour montrer cela, on raisonne par 1’absurde. A
tout élément x de M, on associe son degré de nilpotence, c’est-a-dire,
I’entier m, tel que z € nil,,, M — nil,, 1 M.

Soit z un élément non-nul de degré maximal tel que Az est non
réduit & {0} dans l'intervalle (|x|, n]. (Asz contient la lacune (n,n + (]
par ’hypothese.)

Soit donc y, |z| < |y| < n, § € ¥™R,,, sa réduction que I'on note
o™z, z € Ry,. Alors le corollaire 4 implique que 2 € Im(Sq{f’d”).
(Rappelons I’hypothése de maximalité de z.) Donc on a |y| = m, +
2k7d+2ly.

Soit de méme T € X™* R, . Supposons que T = ¢™=u tel que u €
Im(Sg§) — Im(Sq5™). Alors comme la non-existence de mg dans la
démonstration du lemme 3, on sait que pour s < k—d et t > 1, 2k—d+2
ne divise pas le degré de Qju, en effet on a :

Qiul = |Qjz| —mq
= ul+ 2@ -1
— 2k7d—|—2q _ 2ﬂ + 25+t+1 _ 23,

ou 29 désigne le plus petit entier strictement positif e tel que S¢°Z soit
non nul et on note le degré de Sq°T par m, + 28-9t2¢. Tant que le
degré de QQjx est inférieur ou égal a n + [, Qju est donc nul a cause de
I’hypothése sur z. Or pour 1 <t < k—s—1,

Qs x| myg + |u| + 2528 — 1)
mg + |u| +25(2F % — 1)
n—+1

Donc d’apres le corollaire 3, k —s —2<d—2, s > k —d.

Donc |z| = my + 2874],. On choisit 1’élément non-nul de plus petit
degré, supérieur ou égal a |z| + 1, dans Asx. A l'aide de la base mul-
tiplicative de Ay, on sait que c’est un élément de la forme Sq¢*>*z. De
plus, le théoreme d’Adams implique que o < 3. On note cet élément
par y = S¢*° x.

On a alors |z|+ 2% = |y| pour un certain y = S¢** = € nil,,, M. Dol
mg + 287, + 2% = m, + 2¥742],  ce qui implique, en modulo 2F~%
que mg + 2% = m,. Comme cette égalité ne possede pas de solution a

INIA
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cause de la condition 1, un tel z n’existe pas. Donc pour tout élément
x de M de degré inférieur & n, Asx contient une lacune (|z|,n+1[]. On
acheve la démonstration en appliquant la démonstration du théoréme
2aR,. O

6. LE CAS p PREMIER IMPAIR

On indique brievement les résultats pour le cas ol p est un premier
impair. On donne d’abord les ingrédients essentiels, i.e., les opérations
Q;, s,t > 0, et Pj, s > 0. En tenant compte des signes, les formules et
les résultats combinatoires sont établis de la méme maniere. Ensuite, on
donne les résultats principaux dont les démonstrations sont similaires
a celles du cas ou p = 2.

Définition 13. Les opérations ()}, s,t > 0 sont définies récursivement
comme suit :
1) Q=0¢etQh,, = [PP*,QY], ce sont des @, définis par Milnor;
2) Q=P et Q5 = [PP",Q3], s> 1.
Notation 4. Le symbole (ni,--+,nq) = (2mq + €1, ,2my + €q),
¢ = 0oul (1 <i < d), désigne I'élément tu™  --- ® t9u™ €
H*(B(Z/p)®% Z/p), t étant de degré 1 et u étant de degré 2. Un tel
élément est dit basique.

Notation 5. Comme d’habitude, P, désigne I'opération définie dans
un module instable par

o P22y, si |z| = 0 mod 2;
07 P2 si|z| =1 mod 2.
On a donc
P{(2my + e, -+ ,2mg+€q) = (2p°my +2p° ey, - -+, 2p°mg + 20° teq),
et Im(FP§) (s > 1) est l'ensemble des éléments z =
ZjeJ(st_ln(j)l, -+, 2p°7In(j)y) de H*(B(Z/p)®% Z/p). Par conven-
tion, P = id. Ici, J est un ensemble de d—uplets j, qu’on écrit
(n(5)1, -+ sn(5)a)s ()1, - sn()a = 0,1 mod p, n(j)s peut étre nul.
Puisqu’on a pour tout élément x d’'un module instable et tout n > 1,
PP"Pyx = PyP"x et P'Pyx = PyBx,
on peut donc établir les propriétés de ()7, s,t > 0, a partir de celles de
Q: = QY. Une autre fagon d’établir les propriétés de Q est d’utiliser le
fait que
PP =P @1+ Pl P p 1@ PP
devient P”' @ 1+ 1® PP ', une dérivation sur Im(P}).
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Lemme 5. Soit z un élément d’un sous-module instable de
H*(B(Z/p)®% Z/p) tel que x € Im(P§) — Im(P;*™) et que Qiz =0, V
t=gq,---,r. Alorsr — ¢ <d—2.

Théoréme 5. ([6], [10]) Soit X un espace ou un spectre, k& > 1, soit
zr € H"(X;Z/p) tel que Bz = 0 et PPz =0,V i< k, alors PPz €
Dick Im(P7") + Im(B).

Définition 14. Un module instable connexe M dont la filtration nil-
potente est de longueur finie est de type 7, si

1) M est non nul dans des degrés arbitrairement, grands;

2) Les quotients nils M /nils 1 M non triviaux s’écrivent sous la forme
YRy, i =1,---t, my <--- < my, alors I'un des R,,, (que I'on note
R,,) est non-trivial dans les degrés n; < ny < ---, et on suppose qu'il
existe d tel que tous les R, se plongent dans H*(B(Z/p)®% Z/p)®;

3) On suppose alors qu’en degré supérieur ou égal a m + ny, M
contient une lacune de longueur

[ > max{2m,(p — 1)pd+4, njp1—ng,j=1,---,1+d(p— 1)2pd_2}.

Condition 2. Soit M un module instable connexe dont la filtration
nilpotente est de longueur finie. On désigne par ¥™ R, les quotients
nils M /nils, 1 M non triviaux, i = 1,--- ¢, my < --- < my.

On dit que M vérifie la condition 2 si

m; —m; #1,2(p— 1), Vi<i<j<t.

Théoreme 6. Tout module instable connexe M dont la filtration nil-
potente est de longueur finie, qui est de type 7 et vérifie la condition
2, n’est pas réalisable, i.e., il n’existe aucun espace ou spectre X tel
que M = H*(X;Z/p).

APPENDICE. NOTES SUR LES OPERATIONS Q)

Dans la base de Milnor de l'algebre de Steenrod Ay, on a des
opérations Q;, t > 0, définies récursivement par les relations suivantes :

1. Qo= Sq¢';

2. Qi1 = QtS(]th - S(I?Hth-

Ces opérations ont des bonnes propriétés, plus précisément [8],

Proposition 3. 1. Soit M un module instable, on a V z € M,
QrQr = QuQrz, YV 1,7 > 0; Qfz = 0.
2. Pour M, N deux modules instables,
QurOy) =QrR@y+z@Qy,VeeM,yeN.
3. Si u est le générateur de H'(B(Z/2);7/2),
Quu? =0 et Qutt = 22t
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Inspiré par ces propriétés, on a construit dans la section 2 les
opérations 3, s,t > 0, qui possedent aussi ces propriétés sur Im(Sgg).
Dans le reste de cette section, on décrit quelques propriétés élémentaires
de ces opérations. Puis, on donne a la fin les démonstrations du lemme
2 et du corollaire 2.

D’abord, on compare ces opérations avec les opérations connues,
Py, s,t > 0. Voici deux propriétés élémentaires :

L Q) =Q =Py, Qj=5¢" =P;.

2. Q% est une opération de degré 2°(2+1 —1).

D’apres ces deux propriétés, plus le fait que P7; est aussi une
opération de degré 2°(2'*! — 1), une question curieuse est de savoir
quand ces deux opérations coincident. En fait, quand st # 0, il semble
que le seul cas ou ces deux opérations coincident est Q1 = Py.

Pour effectuer le calcul des ();, on note que I'on a une autre fagon
de définir les opérations @}, s,t > 0 :

L Q=P

2. Q) = [Q, PP,

Avec cette définition, on peut exprimer (); en terme de la base de Mil-
nor, a l'aide de la formule multiplicative de cette base. Voici quelques
calculs qui comparent les Q] et Py, :

L. Qi = Py, QF = P7 + 5¢(3,3), Q} = P} + Sq(6,6) + Sq(3,7).

2. Q) =P + Sq(7,0,1) + Sq(4,1,1).

Pour finir cette section, on donne ici les démonstrations du lemme 2
et du corollaire 2.

Démonstration. (Lemme 2) Soient M un module instable et z un
élément de M.
Quand ¢t =0,

s s s+ s s T ST
st Sqsr = Sq¢* Sqir = Sq5Sq* v = SqiQpx.

Si on suppose que Q{""Sqiz = Sq¢iQix pour t < 1y, alors quand

t=1%+1,ona

QfﬂlSanE _ (Qf:,Sq2t0+s+r+1 _ Sq2t0+S+T+le:T)S(]8$

Qf:TSQZtOJFSHHSC]S% B Sq2t0+s+r+1Q§:TSqS$

QfJ—TSq(S)SCIQtOHHﬂ? _ Sq2t0+s+T+ISQSQ;0$
SQSQZ)S(]?OHHQ? _ S(]SS(]Z%HHQ:OIIJ
ng(Q:OSCIQtOJ”H _ Sq2t0+r+1Q:0)x
= 5¢;Qf17-

Donc, par récurrence sur ¢, on a Q{""Sqix = Sq¢3Qixz, V r, s, t. O

Démonstration. (Corollaire 2) Les propriétés de @); utilisées ci-dessous
sont dans la proposition 3.
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1. Soit M un module instable. Par le lemme 2, on aV 2 € M,
QQiSqr = QSEQr = SEAQT
SgQQRr = Q;S¢Q)w
QRiQrS ¢, Vitr>0,
et (@Q})Sgr = @S¢z = S¢(QY)’z = 0.
2. Supposons qu’il existe ' € M, y' € N tels que x = S¢i(z'),
y = Sq5(y'), alors
QRi(z®y)

Qi (Sq3(2") ® Sqg3(y'))

QiSq (2 ®Yy')

SgQ(z’ @ y')

S(Qr' @y +2' ® Quy')

SqeQizr’' ® Sqgy’ + Sqgr’ ® SqgQuy’
= RQzey+reQy.

3.0n a
Qg SCISU’% = ng Qtu2l = 0.
QiSqut! = SgQuAt! = SgutrT = ¥,
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