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Résumé. Nous résolvons génériquement le probléeme “hit” (posé en
1986 par Franklin P. Peterson) par la découverte en degrés génériques
d’un systeme générateur minimal explicite pour ’algebre polynomiale
comme module sur l'algebre de Steenrod mod 2. Cette solution im-
plique en particulier un résultat de J. Repka-P. Selick, une partie de
celui de M. C. Crabb—J. R. Hubbuck et nous permet en méme temps
de vérifier une conjecture due & M. Kameko. Ce systéeme générateur
sera, appliqué & 1’étude du transfert algébrique de W. M. Singer et de
la représentation modulaire du groupe linéaire général.

1. Introduction

Soient A Dalgebre de Steenrod mod 2 et P := Fy[z1,z9,...,zk]
I’algébre polynomiale graduée a k générateurs sur le corps & deux
éléments Fy, chaque générateur étant de degré 1. En tant que coho-
mologie modulo 2 du classifiant B(Z/2)¥, I’algebre P est dotée d’une
structure naturelle de .A—algebre instable. _

Soient A C A l'idéal de l'augmentation et AP C P le sous-
ensemble des éléments “hit”, c’est-a-dire de la forme ) S P avec 0 € A
et P € P. Nous attaquons le probleme “hit” qui consiste a expliciter
une base pour l'espace vectoriel P/ AP (autrement dit, un systéme
générateur minimal pour le A—module P). Ce probléme est d’une
importance significative en topologie algébrique. Parmi ses applica-
tions, citons les travaux de Peterson [45] en cobordisme, de Wood [57]
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en représentation modulaire des groupes linéaires et de Hung [21] sur

I’homologie de l’espace de lacets infini QS°. D’autres applications

sont fournies par les travaux de Singer [52] et de Minami [36] [37].
Singer [52] construit un morphisme F, —linéaire

Try, TO’I""]?(FQ,IFQ) — Tor"(;t(IE‘Q’P)GL(k,Fz) o (P/AP)GL(’C%)_

L’importance de ce morphisme pour la théorie de I’homotopie vient
de ce que

(i) son dual Trg, baptisé le “transfert algébrique”, est induit “au
niveau E»” par le transfert homotopique 7 (B(Z/2)%) — 72 (S°)
(cf. [4] [17] [27] [30] [38] [46]),

(ii) Try donne des informations sur les groupes Ext = Ext §(Fs,Fy),
le terme F de la suite spectrale d’Adams stable qui converge vers
les groupes d’homotopie de spheres mod 2,

(iii) T'r est un isomorphisme pour k < 3 [52] [5],

(iv) T'r, n’est pas un épimorphisme pour k£ = 4, 5 [7] [52], mais reste
un outil intéressant pour 1’étude des groupes Fxt. Que ce soit un
isomorphisme, épimorphisme ou monomorphisme en général est
encore une question ouverte.

Cela étant, ajoutons que les efforts [5] [7] [15] [52] pour établir la
bijectivité de Try (k < 3) et la non-surjectivité de T'ry (k = 4,5)
reposent essentiellement sur la connaissance d’une base explicite de
P/AP.

Liés & ceux de Singer, les travaux de Minami [36] [37] touchent
aussi le probléme “hit” mais portent sur un autre aspect de la théorie
d’homotopie. En effet, & la différence de Carlsson [9], Miller [34],
Adams-Gunawardena-Miller [1] et Lannes [29] qui étudient B(Z/2)*
en tant qu’espace source, Minami se propose d’étudier les groupes
d’homotopie stable de B(Z/2)*. En utilisant des techniques venant
de la BP—théorie et les travaux de Kameko [25] (voir ci-dessous) et de
Boardman [5], Minami a trouvé des résultats intéressants sur I'image
de Hurewicz stable de B(Z/2)*. De plus, ses recherches ont mis & jour
les conjectures surnommées “doomsday”, de pleine actualité.

Ces quelques citations donnent une idée assez claire du réle que
joue P/AP. Pourtant, malgré son importance significative, la de-
scription de P/AP avait la réputation d’étre difficile. Celle-ci est
facile pour k = 1, connue pour k = 2 [19] [44] [58] mais se révele tres
compliquée dés que k > 3. Les premiers calculs complets de P/ AP
pour k = 3 ont été effectués par Kameko dans sa thése [25] soutenue
a I’Université Johns Hopkins en 1990. Ils constituent une source de
référence pour deux autres groupes de topologues: Alghamdi—Crabb—
Hubbuck [2] et Boardman [5], qui ont aussi explicité le cas k = 3 mais
par des approches différentes. Tous ces travaux ont été communiqués
au moment de la Conférence a la mémoire d’Adams en 1990. Sig-
nalons que méme pour le cas k = 3, les calculs [25] sont longs et



A—générateurs génériques pour ’algébre polynomiale 3

n’ont été publiés que beaucoup plus tard sous forme réduite [26]. Le
probleme “hit” demeure non résolu jusqu’ici pour k > 4.

En raison de la complexité du calcul de P/ AP, souvent on con-
tourne la difficulté: soit on cherche & décrire AP et les générateurs
de P/ AP qui en découlent, soit on examine P/ AP en degrés petits,
soit on mesure sa dimension globale. (Il y a aussi 'approche plus ho-
motopique comme [3], mais on n’en parlera pas ici. Le lecteur pourra
consulter [19] [20] [22] [23] [24] [58] pour des problémes proches de
celui que nous traitons.)

Citons d’abord le théoréme célebre de R. M. W. Wood (alias la
Conjecture de Peterson—cf. [6] pour son contexte):

Théoréme 1.1 (Wood [56]). En degré d, ’espace vectoriel P/ AP
est nul sauf si d est de la forme

d=02™ -1)+2™ -1)+---4+ (2™ —1)
avec my > mg > -+ > myg > 0.

Ce théoréme est le point de départ de tout un courant de recherche
actuel: celui de déterminer les éléments “hit” et les conditions qui
les gouvernent. Nombreux sont les chercheurs qui cherchent a raffiner
et généraliser la technique de Wood, dont Chen—Shen [10], Cross-
ley [12] [14] [16], Karaca [28], Meyer [32] [33], Monks [39], Silver-
man [49] [50], Singer [53]. .. Ajoutons que cet ordre d’idée donne lieu
a des systémes générateurs de P/ AP [16] [57] [58, p. 502] mais qui
ne sont pas minimaux et ne constituent donc pas une solution du
probléme “hit”. -

Pour I’examen de P/ AP en degrés petits, citons les travaux pio-
niers de Peterson [44], ceux de Singer [52] et, plus récemment, ceux de
Bruner-Ha—Hung [7]. Les calculs explicites de P/ AP en degré 8 pour
k = 4 ont permis a ces derniers d’affirmer que le transfert algébrique
Try ne détecte pas les éléments g; 11 € Emtffl“”ws (Fp,Fs) [31].

Quant A l'estimation de la dimension globale de P/AP, citons
d’abord les travaux de Carlisle-Wood [8] qui prouvent qu’il existe
une constante ¢(k) ne dépendant que de k telle que

dim(P/AP)4 < c(k)
pour tout d. Une généralisation a été faite par Crossley [12], et des

constantes c(k) ont été proposées dans [8] [12] [25] [58]. Il reste cepen-

dant & en trouver la valeur exacte (la plus petite possible). A la fin
de ses calculs [25], Kameko a proposé la suivante:

Conjecture 1.2 (Kameko [25]). Soit d > 0 un entier quelconque.
Alors

dim (P/AP); < [ °-1).

1<0<k



4 Tran Ngoc Nam

Cette conjecture est reprise par deux groupes de chercheurs: Crabb—
Hubbuck [11] et Repka—Selick [47], qui cherchent tous deux & générali-
ser les résultats de [2]. Ils ont considéré une certaine sous-algebre de
lobjet dual (P/AP)* et 'ont étudiée en tant que représentation du
group linéaire GL(k,F>). En minorant la dimension de cette sous-
algebre, ils ont trouvé une borne minorée générique pour dim(P/AP):

Théoréme 1.3 (Crabb—Hubbuck [11]). Soit d = (2™ — 1) +
(2™ — 1)+ -+ (2™ — 1), avec 2™ 7™M2 > k, 2™ > | — ],
ce e, 2ME—1T% > D et my, > 0. Alors

dim (P/AP), > [] 2 -1).

1<e<k

Théoréme 1.4 (Repka—Selick [47]). Soit d = (2™ — 1) + (22 —
1)+ ---+ (2™ — 1) avec my > mg > --- > my > 0. Alors

dim (P/AP)y > [] 2°-1).

1<e<k

st my > mg > -+ > my. (Cette condition est un peu vague mais
elle sera remplie si my_1 —my > k pour tout 1 < £ < k.)

Ayant rétabli le contexte, nous passons maintenant & nos résultats.
Vu le Théoreme 1.1, résoudre le probleme “hit” consiste a expliciter
une base de (P/AP), pour les degrés d de la forme

d=02™ -1)+ (2™ —-1)+---+ (2™ - 1)

avec mi1 > mo > --- > my > 0. Comme le titre de notre article
Iindique, nous faisons cela de maniere générique. Par une récurrence
sur le nombre de générateurs de P, nous construisons une base de
(P/AP)4 pour les degrés d de cette forme et qui vérifient

my—mo >0, mg—m3g>3,...,mp_1 —my > ket mp >0.

11 s’avere que dans le cas le plus générique, la valeur dim(P/AP)y
trouvée par notre méthode coincide avec la constante qu’on trouve
dans la Conjecture 1.2, le Théoréme 1.3 et le Théoréme 1.4. Ainsi,
la construction de notre base (que nous appellerons “générique” sui-
vant la terminologie utilisée dans [11] [47]) non seulement résout de
maniere générique le probleme “hit”, mais aussi redémontre le Théo-
réeme 1.4 ainsi qu’une partie du Théoreme 1.3, et vérifie la Conjec-
ture 1.2 dans le cas générique. Cette base sera utilisée dans [41], ou
nous donnons, entre autres, la preuve d’une conjecture de Singer [52]
sur le comportement de Tr; en degrés génériques, puis un analogue
du résultat principal de Bruner-Ha-Hung [7] (nous montrons que 7'r4

ne détecte pas I'élément D3 € Emtiﬁf’ (IF2, F ) [55]) et une description
de P/ AP en tant que représentation de GL(k,Fs).
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L’article est organisé comme suit: pour des raisons techniques,
I’énoncé précis de nos résultats est reporté jusqu’en Section 2. L’indé-
pendance linéaire de la base générique est démontrée (avec plus de
généralité) dans la Section 3. Cette section peut donc étre considérée
comme la redécouverte d’une partie des résultats de [11] [47]. La pro-
priété génératrice de la base est établie dans la Section 4 et la preuve
finale s’ensuit dans la Section 5. Nos remarques et commentaires sont
donnés dans la derniere section: la Section 6.

2. Enoncé des résultats

Dans tout l’article, on adopte les notations:

E:={1,2,...,k},

P .= ]F2[$la$2a-"7$k]7
X :=z170 - - - TR,

X; = X/a:z (z S E)

Etant donné un ensemble non vide I C E, on note |I| son cardinal
et min I son plus petit élément. De plus, si I = {ip > -+ > 4, } et
m > T, 0n pose

4 m_or
X(I,m) = ( H X2)x2"
o<ié<r

Pour tout 7 € E, on désigne par P(i) C P la sous-algébre en-
gendrée par toutes les variables sauf x;. Pour tout entier positif n,
on note a(n) le nombre de chiffres non nuls dans son développement
2—adique.

Notre premier résultat est le:

Théoréme 2.1. Soient n,d > 0 des entiers. Pour chaque i € E,
soit B(i) C P(i) un sous-ensemble dont tous les éléments sont de

degré d'. Notons B l’ensemble des éléments XQR_IX(I,k)Q"PQHn,
o @#I={ig>--->i} CE et PeB(i).

(i) Si B(7) est A—linéairement indépendant pour tout i € E, alors B
l’est €galement.

(ii) Soit d := 2K*"(d' + k — 1) + 2" — k. Supposons que B(i) engendre
le A—module P (i) en degré d' pour tout i € E et que soit a(d +
k—=1)=k—-1>0, soit (n=0eta(d+k—2)>k—2>0). Alors
B engendre le A—module P en degré d.

Soit {2 ’ensemble des suites d’ensembles w := (Ix, Jk, ..., 1, J1)
définies par: @ # I, C Jy :=E et @ # Iy C Jp := Jpp1\{min Iy}
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pour 1 < £ < k. Si k > 1, on désigne par 2 'ensemble des suites
w= I, Jg, - .., 12, J2) telles que Iy # J et

(Ik:a Jk’ fee 7I2; J27 J2\127 JQ\I2) € (.

Etant donnés des ensembles non vides I = {ig > --- > i,} C J C
E et un entier n > 0, on pose

oI, Jn) = ([T " T ¢ T] =0)*™)

jeJ 0<e<r jeJ\{is}
|J|4+n _or+n
X( H :cj)2 2 5
jeN\{ir}
U(I,J,n):= (H xj)Qn_lx%O" sir=0et|J|=2<k.
jeJ
Notre deuxiéme résultat et la solution générique du probléme “hit”

est donné par le:

Théoréme 2.2. Soit d = (2™ —1)4+ (2™ —1) 4.+ (2™ — 1) avec
mg >0 etmyg 1 —mp> £ pour 2 < €< k.

(i) Si k=1, alors ®(E,E,m;) = > ' ' est 'unique générateur non

nul du A—module Fy[z1] en degré d. Si k = 2 et m; — mg = 1,
alors les deux éléments

U ({1}, E,my) = 22" 1g2" 1,

U({2}, E,mq) = 22 12" 7L,

forment un systéme générateur minimal du A—module Fa[z1, z2]
en degré d.

(ii) Supposons k > 1 et my —mg > 1 . Posons

D(w) = DI, Ty i) [ @Uemr, Jom1,me—s —me — )2
1<t<k

pour chaque w € (2. Alors, l’ensemble B := {®(w) | w € 2} forme
un systéme générateur minimal du A—module P en degré d. Par
conséquent

dim (P/AP), = [] -1

1<e<k
(iii) Supposons k > 2 et m1 — mg = 1. Posons
_ mp+L
U(@) == BT, Tk, me) [[ PTem1, Joo1,me—y —mg — £)*"
3<t<k

X W(IQ, JQ, meo — M3 — 3)2m3+3
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pour chaque @ € 2. Alors, l’ensemble B := {¥(@) | @ € 2} forme
un systéme générateur minimal du A—module P en degré d. Par
conséquent

dim (P/AP)g =2 [ ‘- D.
3<U<k
Remargue 2.3. Signalons qu’une autre écriture des mondmes de B et

B pour k£ = 3 est proposée dans [5] [16] [26]. Pour étre plus explicite,
les trois éléments de B dans le cas k = 2 s’écrivent comme suit:

wii= ({1}, B,{2},{2}), ®(wn) =} " ~rad ",
wy = ({2}, E, {1},{1}), ®(wo) = 22 1—11353 21
wy = (B, B, {2},{2}), d(ws) =g 12" -2"2-1

On retrouve donc, sous cette forme, les résultats classiques [44] [58].

3. Démonstration du Théoréme 2.1(i)

Pour tout monéme non nul P € P et tout 7 € F, notons u(z;, P)
la puissance de z; dans P. Soit

p(zs, P) = 2%ug (x4, P) + 2' i (24, P) + 2%po(zi, P) + - -
(avec po(z;, P) € {0,1}) le développement 2—adique de u(z;, P).

Définition 3.1. (i) Soit P € P un mondme non nul. On appelle
étage £—iéme de P et on note Py le monéme

Py = H xéil(Zi,P).
1€EE
(ii) Soient m,n > 0 des entiers. On définit V(m,n) C P comme étant
le sous-espace vectoriel engendré par les monomes P tels que

min deg Py <k ou min degFP, <k —1.
0<t<n n<l<m+n

On pose V;(m) := P (i) N V(m,0) pour chaque i € E.

Remarque 3.2. Ona P = [],5, PZQZ, ce qui justifie la Définition 3.1(i).

On renvoie & [22] [23] [32] [51] pour des notations analogues. Quant &
la Définition 3.1(ii), observons que V(0,0) = V;(0) = {0}. On verra
dans la Section 6 que V(0,n) peut étre interprété comme le noyau
de la puissance n—ieéme d’un morphisme construit par Kameko [25].

Définition 3.3. Soient P,Q € P des éléments quelconques, m,n > 0
des entiers et i € E. On dit

() P=Q ssi P+Q € AP,
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(ii)) P=Q (mod V(m,n)) ssi P+ Q € AP + V(m,n),
(iii) P=Q (mod V;(m)) ssi P+ Q € AP + V;(m).

Lemme 3.4. Soient p > n > 0 des entiers et P € P un élément
quelconque.

(i) Si P = 0, alors QP*" = 0 (mod V(n,0)) pour tout mondéme
QePtedqueQp=1V£L>n.
(i) Soit m > 0 un entier. §i X2"71P?" =0 (mod V(m,p)), alors
P=0 (mod V(m,p—n)). En particulier P =0 sim =p—n = 0.
(iii) Soit i € E. Supposons P € P(i) et X} 'P?" =0 (mod V;(p)).
Alors P=0 (mod V;(p —n)). En particulier P =0 si p = n.

(cf. [7] [25] [26] [37] [40], ou ce lemme est utilisé sous des formes
variées.)

Démonstration. (i) Supposons que P = Sq'(u1) + Sq?(uz) + - - - avec
U1, Us, ... des éléments de P. Rappelons la formule S¢** Sqy = SqoSq
(ot Sqo(u) := Sq*®&“(u) = u? pour tout u) pour I'action de I'algébre
de Steenrod sur les A—algebres instables [48]. Puisque P est une
A—algebre instable, celle-ci et la formule de Cartan impliquent que

S (Qul") = Q(Sq'(u))* + > S¢’" (Q)(Sq" (wy))?

0<5<e

n

pour tout ¢ > 0. D’ol

QST ()™ = > S (Q)(Sq 7 (u)*".

0<5<s

Puisque @ = H0< t<n Q%l par hypothese, il s’ensuit que

Qe @) = Y. 3 T (5¢(Qe)* (S~ (ui)*",

0<j<i Ej 0<€<n

ou E; (0 < j < i) désigne I'ensemble des suites (jo,j1,---,Jn—1)
d’entiers (> 0) tels que jo + j12 + -+ + jn_12"" 1 = 52"

Soient 0 < j < i une indice quelconque et (jo,j1,---,jn-1) € Ej
une suite quelconque. Notons g > 0 le plus petit entier tel que j, > 0.
Alors j, est un nombre pair, d’olt S¢’¢(Q,) € V(1,0) et

[T (5¢(Q)* (S¢~(ui)*" € V(n,0).
0<t<n

Ces arguments montrent que Q(Sq*(u;))* =0 (mod V(n,0)). Par
conséquent

QPY =) " Q(Sq'(u:))* =0 (mod V(n,0)).
>0
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(i) Soit u € V(m,p) tel que X?"~1P?" 4+ 4 = 0. Par hypothese, on
peut trouver des éléments v € V(m,p —n),w € V(0,n),v; € P,wy €
V(0,n) tels que

n__ n
uw=X>""1?" 4w,

X¥-1pY = Z S (X 1) + Z Sq*(wp).
£>0 £>0

Observons d’abord que V (0, 7) est stable sous 'action de 'algébre
de Steenrod. En particulier, on a

Z Sq*(we) € V(0,n).

£>0

D’autre part, il est facile de vérifier S¢*(X2"~1) € V(0,n) pour
tout 4 > 0. D’ou, d’apres la formule de Cartan,

Z Sqe(XQn_lv%n) +x% 1 Z Sqe(vfn)
£>0 £>0

=Y > Se XTSI (0)” € V(0,m).

£>0 27((£—1)>0

Ces arguments montrent que

X2"‘71p2n — X?"*van +X2n71 ZSqZ(,U%n)’
£>0

d’ont
P=v+ que/zn (vg) =0 (mod V(m,p —n)).
>0

(iii) Ce lemme n’est autre que le Lemme 3.4(ii) appliqué (avec m = 0)
a l’algébre P(i) au lieu de P. O

Lemme 3.5. Soient m,n > 0 des entiers. Supposons qu’on ait un
élément Pr € P(i,) pour chaque sous-ensemble non vide I = {ig >
-+ >4} C E et que

S XX PET =0 (mod V(m,n)).
@£ICE

Alors Pr =0 (mod V;, (m — |I|)) pour tout sous-ensemble non vide
I C E tel que |I| < m. De plus P =0 si m = k.



10 Tran Ngoc Nam

Démonstration. D’abord, par application du Lemme 3.4(ii) on a

S X )P =0 (mod V(m,0)).
P#ICE

Soit u € V(m,0) un élément tel que

> X I)P = u (1)
@#ICE

On démontre le lemme par récurrence sur |1 | Supposons pour
commencer que [ = {io}. Soit 7 : P — P(ip) = P/(zi,) la pro-
jection canonique. Observons que 7(AP) C AP et m(V(m,0)) C
V(m,0). D’autre part, du fait que tous les termes dans la relation (1),
sauf XiOP{QZ.O} et u, sont annulés par 7, on a XZ-OP{%O} = w(XiOP{QiO}) =

m(u). Or, par définition V;,(m) = V(m,0) N P(ip), il s’ensuit que
XzoP{z y =0 (mod Vj,(m)). En appliquant le Lemme 3.4(iii), on
obtient Py =0 (mod V;(m — 1)).

Supposons maintenant 0 < s <m —1et Pr =0 (mod V;, (m —
|T)) pour tout I = {ig > -+ > i,} C E tel que 0 < |I| < s. Soit
J = {jo > -+ > js} C E un sous-ensemble quelconque. Il faut
montrer que P; =0 (mod Vj,(m — |J])).

Soit m; : P — P(js) le morphisme d’algebres défini par la sub-

stitution
> e
Led\{js}

et qui laisse invariant les autres variables. Il est facile de vérifier que
WJ(XZ) + st € Vjs(l) sifeJet WJ(XZ) € Vjs(l) sif e E\J

Soit I = {ip > --- > iy} C E un sous-ensemble non vide quel-
conque. Sir > m—1, alors {ig, ... ,im-1 }N(E\J) # @, d’oun;(X;,) €
V. (1) pour un certain 0 < £ < m. Il en résulte que

|1|
my(X (I, 1)) P} ( II =r(xs,) Vi (Pr)?
ogegr
=0 (mod Vj,(m)).
Sir < m—1,alors m;(X(I,|I)P2") =0 (mod V;,(m)) sauf si
I C J.Deplus,sil CJetl+#J,par hypothése de récurrence on a
Pr=0 (modV; (m—|I|))
=0 (mod V(m — |I|,0)).
Soit v € V(m — |I],0) un élément tel que Py = v. Par application du
. olIl  __ 2lI]
Lemme 3.4(i) on a X(I,|I|)P; = X(I,|I|)v (mod V(|I],0)).
Clairement X (I, \I|)'02m € V(m,0), d’ou

X(I,[I)P" =0 (mod V(m,0)).

1]
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Observons que 7;(AP) C AP et m;(V(m,0)) C V;,(m). Il s’ensuit
que 75(X(I, |I\)P12m) =0 (mod Vj,(m)).
De maniere analogue, si I = J, on a

|J] [J]
ay(X(L|INPEY = ( T] mo(Xi))¥ )ms (P
ogegs
i |J]
=([] xZ)ms(Pr)?”"  (mod Vy,(m))
0<(<s

[ — |71
= X;S 1p? (mod V;, (m)).

Appliquons 7; aux deux membres de la relation (1). Il résulte des
arguments qui précedent que

X2|J| 1P2‘J| my(u) (mod Vj,(m))
=0 (mod Vj,(m)).

D’apres le Lemme 3.4(iii), cela implique P; =0 (mod V;,(m—|J|)).
Montrons le reste du lemme. Supposons m = k. On a montré plus
haut que

S X(II)P" =0 (mod V(,0)).
@£ICE

De plus, on a montré que X (7, |I\)P12”| =0 (mod V(k,0)) pour tout
|I| < k, c’est-a-dire pour tout I # E. Il en résulte que X (E, k)Pgc =0
(mod V(k,0)).

Soit g : P — P(1) le morphisme d’algébres défini par la substi-
tution z1 := z9 + --- + 1 et qui laisse invariant les autres variables.

11 est facile de voir que 7g (X (E, k)P%k) = ka_lP%k (mod V1(k)),

d’ou X%k_le%k =0 (mod Vi(k)). D’apres le Lemme 3.4(iii), cela
implique Pg = 0. O

Démonstration du Théoréme 2.1(i). Supposons donnée une relation
linéaire
S XX (IR P =0,
@#ICE

ou Py est une certaine somme (peut-étre vide) d’éléments distincts de
B(i,) pour chaque sous-ensemble non vide I = {ip > --- > i, } C E.

= k—|I]_ k—|1]
Posons Py := Xfr 1P12 . Alors

S xTix(nLy? Pt =o.
@#£ICE
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Par application du Lemme 3.5 (avec m = k), on en déduit que

Pr=0 (mod V;, (k—|I]))

pour tout & # I C E. D’aprés le Lemme 3.4(iii), cela implique &
son tour Pr = 0. Or, B(i,) étant A—linéairement indépendant par
hypotheése, il s’ensuit que Py est la somme vide pour tout @ # I C F.
Le Théoréme 2.1(i) est démontré. O

4. Démonstration du Théoréme 2.1(ii)

Lemme 4.1. Soient m,n > 0 des entiers, PEP et jy € E (0< ¢ <
m) des éléments quelconques, non nécessairement distincts. Alors, il
existe un ensemble unique @ # I = {iyp > --- > i} CE avecr <m
tel que I = {jo,...,Jjm—1}. De plus, on a la relation

n__ n+£ m+n
x> 1COIL x5 e
0<t<m
= X1 X(I,m)*" P (mod V(m,n)).

Démonstration. L’existence et I'unicité de ’ensemble I sont claires.
Montrons la relation linéaire. Pour toute suite J = (jo,---,Jm-1),
soit [J] la classe modulo AP + V(m,n) du monéme

in_]_( H X2n+£)P2m+n
J¢ :
0<l<m

Le lemme résulte de la proposition suivante: la classe [J] ne change
pas quand on remplace dans J toute partie de la forme

(jTR’a' .. 7jm’+’n’—1) = (Z7 .. aiaj)
n’—1>0
par
(Js--erd,0)-
——
n'—1

En effet, il est facile de vérifier que par ces remplacements, on peut
obtenir la suite I = (ig,...,%—1,%,--.,ir) & partir de la suite J =
m—r
(jo, “e ajm—l) donnée.
Montrons cette proposition. Soient 0 < m' < m/ +n' -1 < m
et 1,7 € E deux éléments distincts quelconques. Soient j; = ¢ pour
m' <l<m'+n" —1et juin_1 =j. Posons

. y2r—1 on+t
Q=X H Xje ?
0<e<m/’

L 2£—m’—n’ 2m+n—m’—n’
R=( ][] x )P :
m/+n! <b<m
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11 s’agit de montrer
n’—li n'—1 m/ m'+n’
QT R
= QX" XX TR (mod V(m,n)).
Soit Y := X/(z;z;). D’apres la formule de Cartan,

Sql (X2n’—1_1Y2n’—1R2nl)

_ (XZQn —1_1X‘]2n -1 + X]Qn —l_len —1)R2n
+ > XY ve)® T RY.
teE\{i,j}

Puisque Yz, € V(1,0) pour tout £ € E\{i, 7}, il s’ensuit que

QU S X2 wa)? TR € Vim! +0/,0) € Vim,n).
(e}

D’autre part, d’apres le Lemme 3.4(i) on a

QS (XY Y 'R )" =0 (mod V(m' + n,0))
=0 (mod V(m,n)).
Ces arguments impliquent que
271,’—1 2n’—1 2m’+nl

QU X

=0 (mod V(m,n)),

d’ou la proposition. O
Rappelons que u(z1, P) désigne la puissance de z; dans P pour
tout mon6éme non nul P € P.

Lemme 4.2. Soit P € P un monome non nul quelconque. Alors P =
> P pour certains monémes P € P tels que u(z1, P) = 2™ — 1 avec
m = a(u(z1, P)).

Démonstration. Si p(z1, P) = 0, rien n’est & démontrer. Supposons
que p(z1, P) > 0. Soit p(z1,P) =290+ -+ 4+ 2Im=1 (o < -+- < Jm—1)
son développement 2-adique.

Rappelons d’abord la coaction de Milnor [35] (cf. aussi [18])

ATy [11,‘1] — [y [.161] ® A*,
u > 3 8q(J)(u) ® 7,

ou les produits tensoriels sont pris sur le corps Fa, A, = F2[£1,&o,. . ]
est I’algebre de Steenrod duale, ¢’ parcourt la base monomiale usuelle
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de A, et Sq(J) € A désigne ’élément dual de ¢’ par rapport 3
cette base. La coaction A\ est multiplicative. Elle est déterminée sur
le générateur z; par la formule

)\(5171) = Zw%n ® &n,

n>0
ol par convention & :=1 € A,.

Posons &7 := [o<tcm 5]2-;_ ¢~ On vérifie aisément que 1’expression
m’f(wl’P)@J&J = x%ﬂ0+"'+23m71 ®Ilo<rem é?-j_e apparait dans le dévelop-
pement de -

AMad" ) =Mz)" T =) 0 &)
n>0
D’ou m’f(wl’P) = Sq(J)(z¥" ).
Notons Q := P/z} @1,P) goit x I'anti-automorphisme canonique

de lalgebre de Steenrod [35] [54]. Rappelons ensuite le suivant, connu
sous le nom de “x—technique” [43] [54] [58]:

Lemme 4.3. Soient u,v € P et 0 € A. Alors 8(u)v = ux(0)(v).
Ceci dit, on applique la y—technique et obtient que

P =4 PQ = Sq(J) (@3 1)Q = 22" T x(Se(N)(Q),

ce qui implique le lemme. O
Soit I' l’ensemble des couples (I,P), ou I C E est un sous-

ensemble non vide et P € P est un monéme non nul. Pour tout

couple (I, P) € I', soit u = p(I, P) la puissance de Zyi, 1 dans P.

Définition 4.4. Soient (I,P),(J,Q) € I'. On dit (J,Q) < (I, P) ssi
(minJ < min’) ou (minJ = minT et u(J,Q) < p(I, P)).

Les deux lemmes qui suivent sont clefs pour la démonstration du

Théoreme 2.1(ii).

Lemme 4.5. Soient n > 0 un entier et (I,P) € I' un couple quel-
conque. Supposons k > 1 et y = p(I,P) > 0. Alors, sauf dans le cas
I=FEetP=xzx, ona

2n+k

X*X(LET P =3 XX (R)Q
+3 X*"7'R?"  (mod V(k,n))

pour certains monomes R € P tels que a(u(x1, R)) = k—1 et certains
couples (J,Q) < (I, P) dans I'.
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Démonstration. Soit I = {ip > --- > i, }. On prouve le lemme par
Pexamen de 3 cas suivants:
Cas 1.1 # E.

Posons P’ := P/x;, . D’apres la formule de Cartan, on a
X;, P? = X; o7 P”
=S8q¢"(XP*) + Y X P”
1€E\{ir}
Y XuiP”
i€E\{ir}
Par application du Lemme 3.4(i), cela implique que
X2 'x(I1,k)?>" P
= X2"71X(1,k - 1)%" (X;, P?)
=Xx7"IX(LE- 1) ( Y Xa?P?)PT (mod Vi(k,n))
ZEE\{ZT}

S XX E-D)XTT) (@P)? (mod V(k,n)).

1€E\{ir}

Soit 7 € E\{i,} une indice quelconque. Posons J := I U {i} et
Q := z;P'. 1l est facile de vérifier que (J,Q) < (I,P). D’apres le
Lemme 4.1, on a

XXk - 1) X2 ) (2P
= X2 X(7, 62 QY™ (mod V(k,n)),

2n+k— 1

d’ont
X% 1x(1, k)2 P2t
= Y XTIX(LKTQM (mod V(k,n)).
1€E\{ir }
Cas 2.1 = F et P+ ol

Observons d’abord que m := a(u) = a(u(z1, P)) > 0 par hypothese.
Sip#2™—1,alors yu > 2™ —1. D’aprés le Lemme 42ona P =) P
pour certains monémes P avec p(z1, P) = 2™ — 1 < p. D’apres le
Lemme 3.4(i), ceci implique que

X% 1x(1,k)2" P2t
= X" 1X(1,k)2" Y PP (mod V(n +£,0))
= X" 1x(1,k)?*" Z pr* (mod V(k,n)),
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ce qui entraine le lemme.

Supposons g = 2™ — 1. Soit 4 > 1 le plus petit entier tel que z; | P.
Posons P" := P/xz; et I' := E\{i}. Puisque I = I' U {i}, d’apres le
Lemme 4.1 on a

X2 -1x(1,k)%" P

= X" IX (I k- 1) (X P)?T

(mod V(k,n)).
D’apres la formule de Cartan
X;P? = X;(z; P")’
=S¢"(XP"™)+ Y Xj(z;P")?
JE€E\{i}
= Z Xj(.’I}jP”)Q.
JEE\{i}
Par application du Lemme 3.4(i), cela implique que

2n+k—1

X1 x(I' k-1 (X, P?
= Y XX k- 1)XPT) (2;P")
jeB\{i}
= X" ' X(I', k)*" (z; P")

2n+k

(mod V(k,n))

2n+k

(mod V(k,n)),

ceci étant & cause du Lemme 4.1 et du fait que I' = I' U {j} pour
tout j € E\{i}.

Soit j € E\{4} une indice quelconque. Sij > 1, alors u(I’,z;P") =
u. Puisque I' # FE, le Cas 1 précédent implique que

2n+k

X2n_1X(I,, k)2n (ijII)
=Y XX (LK) Q™ (mod V(k,n))
pour certains couples (J,Q) < (I',z;P"). Il suit du fait minI’ =1

que minJ = min I’ pour tout couple (J, Q) dans cette somme. D’ou

u(J,Q) < (I’ 5;P") = et (J,Q) < (I, P).
Sij=1,alors p(zi,z;P") =p+1=2"et

o, X (I', k) (2, P")2)) = au(wr, X(I', k) + o (u(z1, 2;P")
= a(“(xlaX(Ila k)) +1
=k—1.

On conclut en posant R := X(I',k)(z, P")%".
Cas 8.1 =E et P =z avec p > 1.
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Ce cas-ci étant plus calculatoire que les autres, nous n’en avons pas
trouvé une démonstration plus compacte. Observons tout de suite
qu’on peut toujours supposer que y = 2™ — 1 avec m = a(y) > 1
(voir le début du Cas 2).

Posons [ := E\{1}. D’apres la formule de Cartan, on a

Xlxlu—Sq Xa:2“ 2 Z Xm2 2“ 2
i€B\{1}

Z X:v2 2“ 2,

zEE\{l}

Par application du Lemme 3.4(i), cela implique que

X2 -1x(1,k)2" p2**

= XX (I k- 1)2“ (X O KA
=X IXE-17 (Y Xieda? )P (mod V(k,n))
1€E\{1}
= Y X"TXEE @) (mod Vi(k,n)),
i€E\{1}

ceci étant A cause du Lemme 4.1 et du fait que I = TU{i} Vi € E\{1}.
Con31derons le terme qui correspond a l’indice 1 = 2. Il est clair

que zozh " = 222472, 11 en résulte d’aprés le Lemme 3.4(i) que
X7 X (LK) (T
= X2 UX(T, k)2 (22" )27 (mod V(k,n))
= X2 1X(1 k — 1) (Xpzdz™ M2 (mod V(k,n)).
D’autre part, d’apres la formule de Cartan, on a
X2x2:(;2” 1= 5q (X$2$2” 4 Z X;x3 w%xzﬂ 4
JEE\{2}
Z Xjx; :1:2302” .
JEE\{2}
Par application du Lemme 3.4(i), cela implique que
X7 X1k — 1) (Xoaha?t 42
=X 1x(1,k-1)" Z (Xja:?w%x?‘%)yﬁkil (mod V(k,n))
JEE\{2}
= Z inle(I_,k)2n(mj:c2mf_2)2n+k
JeB\{1,2}
XY TUX(B R (222t (mod V(k,n),
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ceci étant & cause du Lemme 4.1 et du fait que TU{j} = I pour toute
indice j € E\{1,2} et TU{j} = E pour j = 1.
Puisque min I = 2, pour toute indice j € E\{1,2} on a

X¥-1x(I, k‘)2n(:Ej:132:15’1#2)2%”C
= X7'UX (I k — 1) (Xa2223274 %)

2n+k 1

D’aprés la formule de Cartan:

Xgac?ac%:cgu 1= = Sq (Xac2 2u= 4 Z Xg:czacQ Zu—4
teB\{2}
Z ng%:B?mf”_4.
LeE\{2}
Par application du Lemme 3.4(i), ceci implique que
X¥-1x(1k-1)" (szza;%m%“_4)2n+k_l
> XTTIX(L k-1 (Xeafalal ™) (mod V(k,n))

(e E\{2}

= Y. XX (ot T
LeE\{1,2}

+ XX (B )Y (22" ) (mod V(k,n)).
Prenant la somme sur toutes les indices j € F\{1,2}, on a
n _ = n — n+k
> XTI (gt
JEE\{1,2}

= Z E XX (1, k)Y (wpr ot )2n+’c

JEB\{1,2} Lc E\{1,2}
+ Y XTTIX(E B izt )P (mod V(k,n))

jeEE\{1,2}

= > XTXER (@t )T

JEE\{1,2}
S XY IX(E R (122 (mod V(E,n)).
jEB\{1,2}

En résumé, on obtient la relation suivante:

X2 -1x(1, k) Pt

= Y XX R (@)
i€B\{1,2}
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+ Y XTIX(L R (a2
jEE\{1,2}

+ Y XTOIX(E B (aal )
JEE\{1,2}

+X2X(B R (mer 1P (mod V(k,n)).
Observons que ;74" = a;?w’f_Q pour tout ¢ € E\{1,2}. Il suit de 1a
d’apres le Lemme 3.4(i) que la somme de deux premiers termes dans
le membre de droite de cette relation est nulle modulo AP + V(k,n).
Pour les deux termes qui restent, il suffit de retourner au Cas 2 pour
conclure.

O

Lemme 4.6. Supposons n >0 et 1 < k < 4. Alors

XVX(B R 27T =Y XX (LR QYT
-|—ZX2n_1R2n (mod V(k,n))

pour certains monomes R € P tels que a(u(z1,R)) < k et certains

couples (J,Q) € I tels que u(J,Q) = 0.

Démonstration. En fait, on a la relation
X7 UX(B R 23 = XT X (B R (w4 )P

qui est démontrée dans [25] [40] pour k£ < 3. Il suffit donc de montrer
le lemme pour k = 4. Notons que ce cas-ci n’est pas indispensable
pour la démonstration du Théoréme 2.2, mais il est essentiel pour
celle [41] de I'analogue du résultat principal de [7] dont nous avons
parlé dans I'Introduction. Ajoutons que les arguments qui suivent
peuvent étre légérement modifiés pour s’adapter au cas k < 3.

Soit V C P le sous-espace vectoriel engendré par les mondémes
X2n*1X(J,k)2nQ2n+k avec u(J,Q) = 0 et les monémes X2" 1R
avec a(p(r1, R)) < k. (On s’apercevra que les générateurs dans le
Théoréme 2.1 sont précisément ceux de V.) Si P, P! € P, définissons
P = P' (mod V) comme étant la relation P + P’ € V+ AP +
V(k,n). Il s’agit alors de montrer que
on 2n+k

X*"1X(E,k) =0 (mod V).

Rappelons que X (E,4) = X;X2X5X8. 11 est clair que X127 =
Sqt(X) + Xox3 + X323 + Xyz? = Xox3 + X373 + Xyz?. D’apres les
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Lemmes 3.4(i) et 4.1, on a
X X(B,4)% 2
= X7 TN (X X3X5)% (Xaad)
= X¥' U Xy X2X5)Y (Xoz3 + X332 + Xy2?) (mod V(4,n))
= X2 (X, X2X12) 2 (29 + 23 + 24)" (mod V(4,n))
= X7 1(X, X237 (X325 (mod V).

2n+3

2n+3

D’aprés la formule de Cartan, on a
X35 = Sq (X3) + XPat + X323 + X3z}
Xla:l + X33:3 + X4x4
Par application du Lemme 3.4(i), cela implique que

2n+2

X2 (X, X2)% (X34d)
= XU Xy XD (X2t + X3 + X;I’acﬁll)QnJr2 (mod V(4,n))
= X2 1X2 (X123 (mod V),
ceci étant & cause du Lemme 4.1 et du fait que
alp(ry, X4 X2X{2218) =3 < k = 4.
Appliquons encore la formule de Cartan:
Xja§ =S¢ (X") + X{af + X]a5 + X[}
= XTab 4+ XIS + X728,
D’aprés le Lemme 3.4(i), on a

2n+1

X2n—1X4 (X7 8)
= X7 X7 (XTad + XTa8 + X[28)? (mod V(4,n))
= X7 (X, X0 (X023) " + XX P26 (mod V).

Observons que XQ.T% = Xlx% + Xgac% + X4m[21. Il s’ensuit d’apres
les Lemmes 3.4(i) et 4.1 que

X XXD) (Xoud) ™
= X2 Y X, X5 (X122 + X322 + X4wﬁ)2n+3 (mod V(4,n))

= X2 IX2" (X X828 4+ X3 X828 + X27;1c481)2"+1 (mod V(4,n))
=0 (mod V).

En résumé, on a montré jusqu’ici que

X2 lx(B,4)2 22" = X2 1(X 516" (mod V).
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Pour ’examen de ce dernier terme, appliquons la formule de Cartan:

Xz =S¢t (X1°) + X221 + X30230 + X3521°
= X15416 1 x15,16 4 x15,16,
D’apres le Lemme 3.4(i), on a
X2 (X5 16)2"
— XQ" 1(X15 16 + X15 16 + X15 16)2" (mod V(4,n))
= x¥"(x])”" (szg)”” + X7 (XD (X323)2 (mod V).
Puisque X913 = X127 + X322 + X422, d’apreés les Lemmes 3.4(i)
et 4.1 on a
X¥H X (Xpa3)
= X7 N XD (X122 4+ X322 + Xya?) (mod V(4,7))
= X" Y (X X210 + X3 X3 42l8 4+ X, X1215)?"  (mod V(4,n))
=0 (mod V).

2n+3

2n+3

De maniére analogue, en utilisant le fait X323 = X122 + Xoz3 +
X,z2 et les Lemmes 3.4(i) et 4.1, on obtient que

XX (Xsaf)™
= X2 1(XD)? (X122 + Xoz2 + X422 (mod V(4,n))
= X" N X3 X121 + X3 X0 el 4+ Xy X3%21%)%"  (mod V(4,n))
= X" 1(X3X5)Y" (X229)%"  (mod V)
= XY X3X5)% (X122 + Xaz3 + X4.T4)2n+3 (mod V)
= X¥" N X3 X3 X ?21® + X3 Xy 2% + Xy X3 X522,8)*"  (mod V)
=0 (mod V).

Le lemme est complétement démontré. O

Démonstration du Théoréme 2.1(ii). D’apres le Lemme 4.2, pour
montrer qu’en degré d, le A—module P est engendré par I’ensemble
B, il suffit de montrer que: modulo AP, tout monéme P € P tel que
deg P = d et p(z1,P) = 2™ —1 (m > 0 un entier) est engendré par
Bsur . ~

Soit P un tel monéme. Montrons d’abord que modulo AP +
V(k,n), P est engendré par B sur F,. Ceci est clair si P € V(k,n).
Supposons P ¢ V(k,n). Rappelons que V(k,n) désigne ’espace vec-
toriel engendré par les monémes P tels que

min degPp <k ou min degFP <k —1.
0<d<n n<l<n+k
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I1 suit du fait

d= Z 2tdeg P, =2" —k (mod 2"%)
€0

quedeg Pp=kpour0</l<netdegFP,=k—1pourn<~l<n+k.
D’ou P, = X pour 0 < £ < n et il existe un unique ensemble non
vide I = {ip > - > i} CEtelque {P|n<{t<n+k}=
{Xi,,..., X, }. Posons

P:= H P£2l7n7k.

{>n+k

Alors deg P = d' et par application du Lemme 4.1 :
P=X""X(I,k)" P (mod V(k,n)).

Si u(I,P) =0 oum = a(u(x1,P)) <n+k, alors P € P(i,). Par
hypothése, P étant engendré par B(i,), on a P = ) @) pour certains
éléments @) € B(i,). D’aprés le Lemme 3.4(i),

2n+k

P=X¥"1X(I,k)?*P
=Y X" X(1Lk)YQ

Puisque V(n +k,0) C V(k,n), il s’ensuit que modulo AP +V(k,n),
le monoéme P est engendré par B sur Fs.

Supposons maintenant que (I, P) > 0 et m > n+k. On va raison-
ner par I'absurde. Supposons le contraire qu’il existe des monémes P
qui, modulo AP + V(k,n), ne soient pas engendrés par B sur F,.
Soit P un tel monéme avec (I, P) minimal par rapport & la relation
< dans I' définie plus haut. Si I # E ou P # xz1, alors d’apres le
Lemme 4.5:

(mod V(k,n))
2" (mod V(n + k,0)).

XY IX (LK PYT =Y XY IX (k)Y QT
+ ZXZn_lRQn (mod V(k,n))

pour certains monémes R € P tels que a(u(z1,R)) = k — 1, et cer-
tains couples (J, Q) < (I, P) dans I'. Puisque a(u(z1, X2""1R?")) =
n+k—1<n+k, daprés ce qui précéde, X2" "' R?" est engendré
par B pour tout R dans le membre de droite. D’autre part, a cause
de la minimalité du couple (I, P), modulo AP + V(k,n), tous les
mondmes qui restent dans le membre de droite sont engendrés par
B. Il en est donc de méme de ’autre membre et de P, ce qui est une
contradiction!
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Sil = FE et P =z, alors k < 4. (Rappelons que a(k — 1) =
a(d + k —2) > k — 2 par hypothese!) D’apres le Lemme 4.6, on a

XX (LK PYT =Y XY IX (k)Y QT
+ ZXZn_lRZn (mod V(k,n))

pour certains mondémes R € P tels que a(u(z1, R)) < k, et certains
couples (J,Q) € I tels que pu(J,Q) = 0. Vu ce qui précede, modulo
AP + V(k,n), tous les termes dans cette écriture sont engendrés par
B sur F>. D’oti P T’est, ce qui est encore une contradiction !

On a montré que modulo AP +V (k,n), le monéme P est engendré
par ensemble B sur Fy. Le Théoréme 2.1(ii) résulte maintenant de
la proposition suivante:

Proposition 4.7. Si 0 < m < k et 0 < n' < n, alors V(m,n') C
AP en degré d. En particulier, les relations P = Q et P = @Q
(mod V(k,n)) sont équivalentes en degré d. (On trouve des variantes
de cette proposition dans [25] [37].)

Montrons cette proposition par récurrence sur m + n'. Il n’y a
rien & faire si m + n'’ = 0. Supposons m + n’ > 0 et qu’elle est
vraie pour toute valeur inférieure de m + n'. Soit R € V(m,n’) un
monodme quelconque. Supposons d’abord R € V(0,m +n') NV (0,n).
Soit ¢ > 0 le plus petit entier tel que '’étage g—ieme R, # X. Par
définition ¢ < min{n,m + n'}. Posons

R:= H Rg_q,
£>q

alors 29deg R = d — (29 — 1)k, d’on
degR+k=(d+k)/2¢ =2"Fd + k- 1) + 2" 4.
A ce point, rappelons le:

Théoréme 4.8 (Wood [56]). Soit P € P un mondme. Alors P =0
si a(deg P + deg Py) > deg Py.

Puisque deg Ry = deg R, < k et g < n, il s’ensuit que deg Ry=k
(mod 2) et deg Ry < k — 2. Observons que n > 0 dans le cas qu’on
considere. D’ott a(d’' +k—1) = k—1 > 0 par hypothése. On en déduit
sans peine que a(deg R+deg Ry) > deg Ry (voir la Section 6). D’apres
le Théoréme 4.8, le monéme R = 0. Par application du Lemme 3.4(i),
on a

R =( H R%l)}?q =0 (mod V(q,0)).
0<t<q
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11 est clair que V(g,0) C V(0,q). Du fait que ¢ < m + n/, par hy-
pothése de récurrence V(0,q) C AP. D’ou R = 0.

Supposons maintenant R ¢ V(0,m + n') N'V(0,n). Ceci implique
que m+n' >net R ¢ V(0,n), car V(m,n') C V(0,m + n'). D’ou
R; = X pour 0 < £ < n. Soit s > 0 le plus petit entier tel que
deg R; < k — 1. Par définition n < s < m +n' < n + k. Il est facile
de vérifier que deg Ry = k — 1 pour n < £ < s. Posons

Re= RS

>s
alors 2°deg R =d — (2" — 1)k — (25 — 2")(k — 1), d’on
degR+k—1=(d+k—2")/2° =2k 5(d +k—1).

Puisque deg Ry = deg R, < k—1 et s < n+k, il s’ensuit que deg Ry =
k—1 (mod 2) et deg Ry < k—3. Du fait que soit a(d'+k—1) = k—1,
soit a(d' +k —2) > k—2 > 0, on vérifie aisément que a(deg R +
deg Ry) > deg Ry (voir la Section 6). D’aprés le Théoréme 4.8, le
mondéme R = 0. Par application du Lemme 3.4(i), on a

R=(][[ B¥)E* =0 (mod V(s,0)).
0<t<s

Il est clair que V(s,0) C V(0,s). Du fait que s < m + n/, par hy-
pothése de récurrence V(0,s) C AP. D’ou de nouveau R = 0. O

5. Démonstration du Théoréme 2.2

Le Théoreme 2.2(i) est classique, on renvoie & [25] [40] [44] [58]
etc. pour les détails.

La premiére partie du Théoréme 2.2(ii) se vérifie facilement par
récurrence & partir du cas k£ = 1 du Théoreme 2.2(i). Il en est de
méme de la premiére partie du Théoréeme 2.2(iii), qui se démontre
par récurrence a partir du cas k = 2 du Théoréme 2.2(i).

11 reste & vérifier les affirmations concernant dim(P/AP), dans
ces théorémes. Il est facile de voir que |B| est égal au nombre de
suites (I, Iy 1,-..,11). Iy a 28 — 1 choix de I. Une fois I} choisi, il
ne reste que 25~ — 1 choix de Ij,_1. Si I, et I;,_; ont déja été choisis,
il ne reste que 2572 — 1 choix de I;_, et ainsi de suite. D’ou

Bl= [ @ -0.

1<0<k
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En raisonnant de la méme maniére, on obtient

Bl =2 [] @°-0.

3<0<k

6. Remarques finales
6.1. Exemples

Nous tenons d’abord & signaler que I'idée d’une base de P/AP
pour k = 3 a déja été congue dans notre mémoire [40]. A ce moment-13
(1999), le probléme “hit” général nous semblait inaccessible et 'idée
d’une construction générique nous était inconcevable. Par chance,
nous avons réussi au fil du temps & généraliser notre construction du
moment et formuler ainsi le Théoréme 2.1. Les exemples qui suivent
expliciteront ce théoréme dans le cas 2 < k < 4.

Soient n > 0, d > 0 et d := 2" *(d' + k — 1) + 2" — k. Donnons-
nous un systéme générateur minimal quelconque B[z1,...,xx_1] du
A—module Fa[z1,...,75_1] en degré d'. Supposons que soit a(d' +
Ek—1) =k—-1>0,s0it (n =0et a(d +k—-2) > k-2 >
0). Alors, 'ensemble des produits (z1zs--- ;)2 ~1P2", ot P par-
court les éléments suivants, forme un systéme générateur minimal du
A—module Fy[z1, 9, ..., zk] en degré d (pour étre plus commode, les
variables s’écriront z,y, z,t au lieu de z1,z9,x3,24):

Pour k=2:
() 22Q%, ot Q € B[],
(I ¥*Q*, z*Q*, ot Q € Bly].
Pour k=3:
(1) (ﬂcy)7Q8 ou Q€ B[

ul,
(D) (2)7Q%, (2y)(s2)°Q%, ol Q € Bla, 2],
() (921 * o)yl Q". ()" "
(o9)(52)*(42)'Q°, ot Q € Bly, ]

Pour k=4:

(I) (zyz)*Q'°, ot Q € Bz, y, 2],

(II) (zyt)5QY, (zyz)(zyt)*Q', ot Q € B[z, y, 1],
(1) (z2t)Q°, (zyz)(z2t)" Q" (xyt)(z2t)1Q"C,
(myz) Tyt)?(z2t)12Q, ol Q € B[x z,t,

(IV) (yzt)'°Q', (zyz) (yzt)MQ16 (ﬂﬁyt yzt Qs

(zzt)(y=zt) 14Q16 a:yz a:yt (yzt)'?
(zyz)(zzt)? (yzt)2Q°, (zyt)(zzt)? yzt)12Q16
(zy2)

t
yz) (zyt)? (zzt)* (yzt) 8Q', o Q € Bly, z, 1.
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6.2. Une propriété arithmétique

Soit ™m > 2 un entier. La propriété suivante est implicitement
utilisée dans la démonstration du Théoréme 2.1(ii): a(m — 1) >
a(m) — 1 et a(m — 2) > a(m) — 2. Cette propriété est pourtant
triviale et nous nous dispensons d’en inclure la preuve.

6.3. Interprétation de V(0,n)

Dans sa these [25], Kameko a construit le morphisme suivant (bap-
tisé depuis le “Sq° de Kameko”—voir [5] [7] [11] [37]):

S¢" : P/AP — P/ AP,
Sq°([P]) := {[Q] si P =XQ2,

0 sinon.

([P] désigne la classe modulo AP de 1’élément P € P.)

I1 montre que S¢° est toujours surjectif et que ce morphisme est, en
plus, bijectif en certains degrés. Cette propriété suggere une méthode
de descente pour attaquer le probleme “hit”. Kameko s’en est large-
ment servi pour mener & bout ses calculs de P/ AP (mais seulement)
pour k = 3. _

Poussant cette remarque un peu plus loin, nous disons que P/ AP
sera déterminé de maniere récursive si on arrive a expliciter le noyau
de Sq° en tout degré. Nous suivons ce principe et résolvons compleéte-
ment le probleme “hit” pour k = 4 dans [42].

Le morphisme Sq° ayant été rappelé, il est clair maintenant que
modulo AP, l'espace vectoriel V(0,n) défini dans la Section 3 n’est
autre que Ker (Sq°)". C’est 13 I'interprétation que nous voulons don-
ner & V(0,n). En général, une description explicite de Ker (S¢°)"
est, bien stur, difficile & obtenir. Mais dans les degrés génériques que
nous traitons dans cet article, ce noyau est simplement nul, comme en
témoigne la Proposition 4.7. Cela contribue de maniére substantielle
a 'aboutissement de notre approche.

6.4. Raffinement du théoréme de Crabb—Hubbuck

Récemment, en utilisant une idée de Crabb-Hubbuck (exposée
dans leur travaux [11]) et nos propres techniques, nous avons réussi
a raffiner leur théoréme 1.3. Nous nous contentons pour le moment
d’annoncer ce raffinement et reporter sa démonstration jusqu’au [41]:

Théoréme 6.1 (Nam [41]). Soit d = (2™ — 1) + (2™ — 1) +--- +
(2™ — 1) avec mi —mg > 1, mg —m3 > 1,... ,mg_1 —my > 1 et
my, > 0. Alors

dim (P/AP), > [] 2°-1).

1<0<k
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N. B.: Peu apres notre envoi de la premiére version de cet article,
Pr. Wood nous a informé qu’il connait notre base générique depuis
quelques années, mais qu’il n’a pas de prépublication & ce propos.
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