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Résumé

Dans cet article on calcule ’anneau de Grothendieck de la catégorie des modules
instables de type fini et de la catégorie obtenue par quotient par la sous-catégorie
des modules instables nilpotents. Les résultats principaux montrent que la série
de Poincaré, ou un substitut adéquat déterminent ces groupes. On peut de plus
caractériser les séries représentant un module instable. Ce type de sujet a déja été
abordé par N. Kuhn dans [K2] d’un point de vue de théorie des représentations, on
retrouve ses résultats au long du développement.

1 Introduction

Soit U la catégorie des modules instables sur 1’algebre de Steenrod A;. Un As-module M

est dit instable si pour tout € M on a Sq’(z) = 0 dés que i < |z|, ol |x| désigne le degré

de I’élément z. Dans toute la suite Ay-module instable sera abrégé module instable.

L’objet de cet article est de déterminer 'anneau de Grothendieck Go(U) des modules

instables de type fini, c’est-a-dire ayant un nombre fini de générateurs en tant que A,-

module. Cet anneau est défini, comme groupe, comme suit, :

— L(U) est le groupe abélien libre engendré par les classes d’isomorphisme de .4;-modules
de type fini, étant un module M de type fini on note [M] sa classe dans L(U);

— R est le sous-groupe engendré par les éléments de la forme [M] — [M'] — [M”] pour
toute suite exacte 0 — M' — M — M” — 0;

~ Go(U) est alors le groupe quotient L(U)/R.

La formule de Cartan permet de définir sur le produit tensoriel de deux As-modules une

structure de As-module. En particulier le produit tensoriel de deux modules instables

est naturellement un module instable. Le groupe Go(U) est donc muni d’une structure

d’anneau.

L’application qui & un module M associe sa série de Poincaré Py;(g) est un homomor-

phisme d’anneaux de Go(U) dans Z[[g]]. Le premier résultat principal de cet article est :



Théoréme 1.1 L’homomorphisme Go(U) — Z|[[q]] est injectif.

Ce résultat avait été énoncé dans [Scl].

Soit Nil la sous-catégorie pleine de U/ constituée par les modules instables nilpotents,
c’est-a-dire les modules qui sont limites directes de modules instables ayant une filtration
finie dont les quotients sont des suspensions. On considere aussi I’anneau de Grothendieck
de la catégorie quotient U /Nil, soit Go(U/Nil), défini de maniére analogue & ce qui est
fait ci-dessus.

Cet anneau va étre identifié & un anneau de fonctions. A cette fin introduisons des nota-
tions. Pour un entier n a(n) désigne le nombre de puissances de 2 dans la décomposition
2-adique de n.

Etant donnée une famille -supposée croissante- d’entiers impairs k = (ky,...,k;), ou la
famille constituée par I'entier 0 on notera Vi pour ’ensemble des entiers de la forme
> k2%, la famille des entiers u; étant quelconque. L’entier ¢ sera appelé la longueur de
k et noté /(k), U'entier 3, «(k;) sera appelé la longueur 2-adique de k et noté a/(k).

Soit Zz le sous-groupe des fonctions v de N dans Z satisfaisant aux propriétés suivantes :

1. v(2¢) = (i) pour tout i;

2. (i) = 0 des que (%) est assez grand;

3. pour tout k la fonction 7y est constante sur Vy, sauf éventuellement sur 'intersection
avec Vi d’une réunion finie de Vi, ou soit a(l) < a(k), soit a(l) = a(k) et £(1) <
£(k).

Le groupe Zz peut étre muni, grace a la premieére et a la seconde condition, d’une structure
d’algebre via le produit de convolution défini pour ¢, € C par :

prp(i)= 3 o)(k)

I+k=2hq

Voici le second résultat principal de I’article.
Théoréme 1.2 L’anneau de Grothendieck Go(U/Nil) est isomorphe a Iz.
Voici maintenant une version ”rationnelle” de ce résultat :

Proposition 1.3 L’anneau Go(U/Nil) @ Q = Iz ® Q est isomorphe & une algébre po-
lynomiale Q[x1, X3 - - - Xani1s - - ).

Des versions préliminaires de ces résultats avait été annoncé entre autres au MSRI en
1989.

Ce probléme a étudié dans un contexte quelque peu différent par N. Kuhn [K2], celui de ce
qu’il appelle ”les représentations génériques”, son résultat identifie un certain anneau de
Grothendieck au A-anneau universel en un générateur quotienté par la relation 1/ = Id, re-
lation que I’on verra apparaitre dans I’article. En fait le résultat de Kuhn vaut pour tout les
corps finis. L’équivalence des points de vue entre "représentations génériques” et modules
instables modulo les modules nilpotents avait été démontré dans [HLS] (antérieurement



a la la terminologie introduite par Kuhn). Ceci étant les théorémes ci-dessus, sauf 1.3,
ne dérivent pas de cette équivalence et du résultat de Kuhn. Ils nécessitent la techno-
logie de [Scl]. De plus les invariants introduits (et ce malgré leur nom de ”caracteres”)
sont spécifiques aux modules instables, leur interprétation en termes de représentations
(génériques ou non) demeure a bien des égards mystérieuses. Un autre aspect qui distingue
ce travail de celui de Kuhn est qu’il est relié aux représentations des groupes symétriques
et non des groupes linéaires (ce qui est le cas de 'analyse de Kuhn), et qu’il présente
donc I'autre versant de la correspondance classique entre module de Specht et modules
de Weyl.

Le plan de I’article suit.

Dans la seconde section on rappelle les prérequis sur les modules instables : modules
libres, réduits et nilpotents et le fait (Massey-Peterson) que la catégorie est localement
noethérienne.

Dans la troisieme on commence par une remarque sur le noyau Go(U) — Go(U/Nil) et
la structure de 'anneau gradué associé a la filtration de G (i) par les puissances de cet
idéal. Puis on montre comment associer & la classe dans U /Nil d’un module instable M
une fonction sur les entiers qui joue le role d'un caractere. Cette fonction associe a un
entier k£ la dimension comme espace vectoriel de la colimite MP* suivante :

S 29k +1
e MR 2 TR

Ces fonctions ont deux propriétés remarquables : elles prennent la méme valeur en k et 2k
pour tout entier k, de plus elles sont nulles sur les entiers d dés que «(d) est assez grand.
Elles se comportent bien pour la somme et un produit de type convolution. On énonce
alors (théoréme 3.9) le fait qu’elles déterminent la classe de I’objet dans ’anneau de Gro-
thendieck. Plus précisement "homomorphisme d’anneau qui & un élément de G (U /Nil)
associe la fonction définie plus haut (dans I’espace des fonctions de N dans Z) est injectif.

La démonstration du théoreme 3.9 est donné dans les sous-sections 3.2 et 3.3. Elle re-
pose dans une large mesure sur la construction d’objets particuliers dans Go(U/Nil),
construction inspirée par la construction de M. Atiyah des opérations d’Adams. Les fonc-
tions correspondant a ces éléments sont celles qui prennent la valeur 1 sur tous les entiers
de la forme k2", avec k entier impair fixé et h quelconque, ces fonctions engendrent une
sous-algebre polynomiale.

Dans la section 4 on rappelle quelques résultats de base sur les A-anneaux que I’on applique
au contexte en particulier en section 5 pour la construction d’objets spécifiques. Puis on
démontre aussi le théoreme 1.1 qui est alors conséquence de 3.9 et de I’existence et des
propriétés de la filtration nilpotente sur les modules instables. On fait le lien avec le travail
de Kuhn. Dans la cinqui¢me on étudiera la structure de Go(U/Nil) a 'aide de ’algebre
décrite ci-dessus.

On ne travaillera dans cet article que pour p = 2, mais les résultats s’étendent a p
quelconque, et méme a des corps finis quelconques suivant les constructions de Kuhn.



[’auteur tient a remercier N. Kuhn pour des remarques pertinentes sur la rédaction de
I’article, et F. Neumann de I’avoir motivé pour I’achever.
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2 Rappels sur les modules instables

Un Ay-module M est dit instable si pour tout + € M on a Sq’(z) = 0 dés que i < |z|,
ou |z| désigne le degré de I’élément z. Suivant 'usage on note ¥ : U/ — U le foncteur
suspension : étant donné un module instable M le module instable >M est donné par
(XM)™ = M™1 et, avec une notation évidente, (Xx) = X(fz). Pour tout n > 0 le module
instable X"F, est simple. En fait :

Proposition 2.1 Tout objet simple de U est isomorphe a X"Fy pour un entier n bien
déterminé.

Démonstration : Soit M un module instable, soit M*2" le sous-espace des éléments
de degré supérieur ou égal a n. C’est un sous-module. Ceci détermine une filtration
décroissante par des modules instables M. On en conclut aisément qu’'un module instable
simple ne peut étre non nul qu’en un seul degré.

Mais anneau Go(U) n’est pas engendré par les classes [X"F5], en effet la classe d’équivalence
d’un module monogene infini n’est pas combinaison linéaire de celles ci.

Le "module instable libre en un générateur ¢, de degré n”, noté F(n), est uniquement
déterminé a isomorphisme pres par le fait que la transformation :

Homy (F(n), M) — M™, [+ f(tn)

est une équivalence naturelle de foncteurs. Le module F'(n) est le quotient du module X" A,
par le sous-module engendré par les éléments de la forme $"Sq’ ot Sq’ est une opération
dont P’exces e(I) est strictement plus grand que n. Il admet pour base comme Fy-espace
vectoriel gradué les éléments "Sq’, que ’on notera aussi Sq”s,, avec e(I) < n. On renvoie
a [SE] pour les détails. Par définition les modules F'(n) sont projectifs. Un module instable
de type fini est un module instable qui admet un nombre fini de générateurs comme A,-
module.

Proposition 2.2 Tout module instable de type fini est quotient d’une somme directe finie
Ba F(na)-

On saisit 'opportunité pour rappeler le :

Théoréme 2.3 (Massey, Peterson) Tout sous-module d’un module instable de type fini
est de type fini.

Dans le contexte présent il sera commode de décrire les modules F'(n) comme suit [LZ]. La
cohomologie modulo 2 du classifiant BZ /2 est isomorphe a ’algeébre de polynomes Fs[u] en
un générateur u de degré 1. Le module F'(1) s’identifie au sous-module engendré par cette
classe. Il a pour base en tant que Fo-espace vectoriel gradué le systeme {u, u?,...,u%",...}.
La formule de Cartan itérée munit F'(1)®" d’une structure de module instable. L’action du
groupe symétrique S, qui agit par permutation des facteurs est As-linéaire. Par définition
de F(n) la classe u ® ... ® u détermine une application ¢, de F(n) dans F(1)®" :
—

n fois



Proposition 2.4 (LZ) L’application o, est un isomorphisme de F(n) vers le sous-module
des invariants du groupe symétrique (F(1)%™)5» .

Voici un corollaire immédiat des énoncés précédents :

Proposition 2.5 Soit M un module instable de type fini. Si a(d) est supérieur a une
constante ne dépendant que de M alors M? = {0}.

En effet le résultat est vrai pour les modules F'(n).
Introduisons encore quelques définitions. Soit M un module instable, 'application

Sqoz — Sq¥l(z), M — M |
est notée Sq.

Définition 2.6 Un module instable est réduit si pour tout i et tout q l’application Sq, est
injective.

Par exemple les modules F'(n) sont réduits; le module X"F, est réduit si et seulement si
n = 0.

Définition 2.7 Un module instable M est nilpotent si il est limite directe de modules
instables ayant des filtrations finies dont les quotients sont des suspensions.

Lemme 2.8 Un module instable est nilpotent si et seulement si Papplication Sqo est
nilpotente sur tout élément x.

Observons qu’un module est réduit si et seulement si tout sous-module nilpotent contenu
dans M est trivial. La sous-catégorie pleine Nil; de U est la plus petite sous-catéorie
abélienne épaisse, stable par limite directe, contenant toutes les i-ieme suspensions [Scl].
Un module instable M possede une filtration nilpotente :

M=MyDOM, D---DM;D--- .
ou M; est le plus grand sous-objet de M qui soit dans Nil;.

Proposition 2.9 (voir [Scl] lemme 6.1.4) Le module quotient M;/M; .1 est la i-iéme
suspension d’un module réduit que l’on notera R;(M).
Si le module M est de type fini la filtration nilpotente de M est finie : My; = {0} pour

tout i > 0, pour un entier h assez grand. Si My, # {0} Uentier h sera appelé la profondeur
de M.

Le lecteur pourra aussi consulter [K] section 2 sur ces questions.



3 Théorie des caractéres pour la catégorie U /Nl

3.1 Caractéres pour les objets de U /Nil

La catégorie Nil est la sous-catégorie pleine de U dont les objets sont les modules instables
nilpotents. Autrement dit c’est la plus petite sous-catégorie pleine, épaisse, stable par
limite directe qui contienne toutes les suspensions.

La sous-catégorie Nil est épaisse dans U on peut définir la catégorie quotient U /Nl
([HLS], [Scl]), cette catégorie est abélienne, ses objets sont ceux de la catégorie U, ses
morphismes sont obtenus a partir de ceux dans U en inversant formellement ceux dont
le noyau et le conoyau sont des modules nilpotents. En particulier un module nilpotent
est isomorphe a l'objet trivial dans la catégorie quotient. Le produit tensoriel dans U
induit un produit tensoriel dans ¢ /Nil. Le foncteur oubli O : U — U/Nil est exact et
tout foncteur exact de U vers une catégorie abélienne qui est trivial sur N3l factorise de
maniere unique au travers de ce foncteur.

On définit ’anneau Gy (U /Nil) comme on a défini 'anneau Go (i), étant entendu que par
définition un objet de type fini dans U /Nl est I'image par le foncteur oubli d’un module
de type fini dans . On fait alors la méme construction que pour Go(U).

On va donner dans cette section donner une premiere approximation aux calculs de
Go(U/Nil) et de Go(U), Vessentiel de la section sera consacré au cas de Go(U/Nil).
Cependant on va commender par préciser leurs liens.

Le foncteur oubli & — U /Nil induit un homomorphisme d’anneaux :

et que si o désigne la classe de XF5 dans Go(U) on a la :

Proposition 3.1 Le noyau de 'oubli Go(U) — Go(U/Nil) est l'idéal engendré par la
classe 0. De plus le gradu de Go(U) associé a la filtration induite par l’idéal engendré par
la classe o est isomorphe a Go(U)[o].

Démonstration : Soit un module instable M de type fini, sa filtration nilpotente :
{O}ZM}H_l CM,CMy, C---CMy=M

M;/M;,, est de la forme X'R;, avec R; réduit (Proposition 2.9). Comme YR = Y'F, @ R
ona [M] =Y, 4 0'[R] € Go(U). Le résultat suit car par construction de la catégorie
U /Nl un module réduit non trivial a une classe non nulle dans Go (U /Nil) alors que o a
une image nulle. En fait le noyau est par les résultats classiques de K-théorie 'image de
Go(NZl) dans G()(Z/{)

La seconde partie du rsultat suit (Chapitre 6 de [Scl] ou [K] section 2, on peut aussi se
référer a article originel L. Schwartz, Proceedings LLN, Springer LNM 1318 (1988)).
On introduit maintenant une fonction qui tient lieu de caractere pour les objets de U /Nil.
Soit M un module instable de type fini, et soit ¢ un entier, considérons le systéme direct
suivant indexé par ¢ :



. gq2%i +1;
.“—>M2qzq—>M2q LR ,

soit M’ sa colimite. C’est un espace vectoriel de dimension finie. En effet, par exactitude
a droite de la limite directe, il suffit de le vérifier pour les modules instables F'(n) et donc
pour les modules F(1)®". Pour ce dernier cas c¢’est un probleme facile de combinatoire.

Lemme 3.2 (FS) Soit M un module instable réduit de type fini, alors la limite ci-dessus
est atteinte, i.e Uapplication Sq>* est un isomorphisme pour q assez grand.

Encore une fois il suffit de le vérifier pour les modules instables F'(n).
Etant donné un module instable M on définit la fonction vy, : N — N par

v (i) = dimg, (M?).
Proposition 3.3 La fonction vy ne dépend que de la classe de M dans U/Nil.

Démonstration : En effet, par construction de ¢ /N7il il suffit de montrer que si on a
un homomorphisme ¢ : M — N dont le noyau et le conoyau sont objets de la catégorie
Nil, alors vy = vn. Le résultat résulte alors du lemme suivant, lui méme conséquence
directe de la définition d’un module nilpotent :

Lemme 3.4 Si K € Nil alors la fonction vi est nulle.

En effet I'espace vectoriel K est trivial pour tout .
La proposition 3.3 suit car si on a une suite exacte {0} — M' — M — M” — {0},

alors var = vYarr + Y-
Par construction :

Proposition 3.5 On a vy (2i) = yum(i) pour tout i.
Proposition 3.6 La fonction vy est nulle sur les valeurs i telles que (i) est assez grand.

Démonstration : Cette derniere proposition résulte de 2.5.

Soit, C le sous-groupe des fonctions de N dans Z satisfaisant aux propriétés de (3.5) et
(3.6). Le groupe C peut étre muni d’une structure d’algebre via le produit de convolution
défini par le lemme suivant :

Lemme 3.7 Soient ¢, € C, la valeur

exp()= Y oy(k) ,

I+k=2hq

ne dépend pas de h, dés que celui ci est choisi assez grand. Cette formule détermine une
structure d’algébre sur C.



On doit vérifier d’abord que la somme ci-dessus est finie. Ceci est conséquence des hy-
potheses de la proposition 3.6. Puis on doit vérifier que la valeur obtenue ne dépend pas
de h deés que celui ci est assez grand. Cela résulte des hypotheses de la proposition 3.5.
Ces deux exercices sont faciles. Par calcul direct on a :

Lemme 3.8 Soient M et N deux modules instables, la fonction yyen est €gale a Yar*xyn.

Comme il a été dit plus haut si on a une suite exacte 0 — M' — M — M” — 0 on
a Yp = Ymr + Ymr on en conclut que 'on a un homomorphisme d’anneaux :

Voici le résultat fondamental de cette section.

Théoréme 3.9 L’homomorphisme [M] — vy, Go(U/Nil) — C, est injectif.

3.2 Démonstration du théoréme 3.9

La démonstration dépend de la filtration ”polyndémiale” sur la catégorie U /Nl que 'on
commence par rappeler. Soit V, la sous-catégorie pleine de U /Nil définie comme suit. Un
objet M de U/Nil est dans V), si et seulement si la fonction 7y, est nulle sur tout d tel
que a(d) > n. D’apres le lemme 2.5 la classe dans U /Nil de tout module instable M de
type fini est dans une sous-catégorie V,, pour un certain entier n.

Remarque 3.10 On remarquera que cette condition a lieuw pour tout module instable
réduit L dont la classe dans U/Nil est égale & M.

La filtration de U /Nil par les sous-catégories pleines V, est convergente :

Proposition 3.11 La plus petite sous-catégorie de U /Nil contenant tous les V), et stable
par limite directe est U/Nil elle méme.

De plus on a :

Théoréme 3.12 La catégorie quotient V,,/V,_1 est équivalente a la catégorie des modules
sur Fo[S,].

On renvoie a [FS] et [Scl] pour les détails.

Corollaire 3.13 On a des isomorphismes de groupes

Go(Vn) = ®o<i<n Go(Modp,s;))
et

Go(U/Nil) = @p>o Go(Modr,s,))
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La démonstration du corollaire est laissée au lecteur, elle est essentiellement dans [Scl],
et expliquée en détails dans [Pi] et est conséquence en tout état de cause des énoncés de
[Ga).

Le rang de Go(Vy) est donc la somme des rangs des groupes Go(Modp,[s,)) pour 0 <
i < n. Or le rang de Go(Modp,s,)) est égal au nombre de classes d’isomorphisme de
Fa-représentations irréductibles de S;. La théorie des représentations en caractéristique 2
[Se] montre que c’est aussi le nombre de classe de conjugaison d’ordre premier a 2 dans le
groupe symétrique S;. Le rang de Go(Modp,(s,)) est donc égal au nombre de partitions de
Pentier ¢ en entiers impairs et le rang de Gy(V,,) est égal 4 la somme sur ¢ compris entre
0 et n du nombre de partitions de I’entier 7 en entiers impairs.

Soit la Q-sous-algébre Z C C ® Q engendrée (comme Q-algebre) par les fonctions yy,
pour k entier impair, définies par :

— xx(n) =1sin=2"%,

— xx(n) = 0 sinon.

Proposition 3.14 La sous-algébre T est polynomiale en les xy.
Il en résulte :

Corollaire 3.15 L’image de Go(U/Nil) dans C est, aprés tensorisation par Q, égale &
Q[X].; .. -,X]g,. . .].

La preuve de (3.14) sera donnée dans la section 3.3, celle de (3.9) et celle de (3.15) sont
données maintenant. L’ingrédient essentiel de ces démonstrations est le suivant :

Théoreme 3.16 Pour tout entier impair k il existe un élément
X, € G()(Vk) C Go(u/NZl)
tel que vx, = Xk.

Supposant ce théoreme démontré on commence par la :

Démonstration du théoreme 3.9 et du corollaire 3.15 : Pour démontrer le résultat
on peut tensoriser ’application par Q, ceci sera supposé implicitement dans la suite. On
filtre Z comme suit, soit Z" le sous-espace vectoriel engendré par les monémes X" ... X3
tels que a; + 3az + ... + ka < n. Le produit envoie Z" ® Z™ vers I,

Le rang de Z" est égal 4 la somme sur ¢, compris entre 0 et n, du nombre de partitions de
I’entier ¢ en entiers impairs. Cette quantité est aussi, ainsi qu’on I’a vu plus haut, le rang
de Go (Vn)

On montre maintenant que Go(V,) est envoyé dans Z". Les éléments X7'...X* de
Go(U/Nil) forment un systeme libre, en effet leurs images, les monomes x{* ... xx* par
I’application v forme un tel systeme.

Ensuite comme X € Go(Vg) les monémes X{' ... X" tels que a1 +3a3 + ...+ kay < n
sont dans Go(V,,). A l'aide de (3.13) on en déduit qu’ils forment une base de Go(V,,) apres

11



tensorisation par Q, en effet leur nombre est égal au rang de Go(V,). L'injectivité de ~y
en résulte ainsi que 3.15 admettant 3.14.

On revient maintenant sur la démonstration du théoreme 3.16, c’est-a-dire la construc-
tion des éléments Xj. On suit une approche due & Atiyah [At] pour la construction des
opérations d’Adams, k étant un entier impair soit S ’ensemble des classes d’équivalence
de représentations simples du groupe symétrique Sy sur le corps Fo, ¢, désignera le ca-
ractére de Brauer (ou modulaire) de la représentation simple p, et P, son recouvrement
projectif [Se]. Notons enfin oy la classe de conjugaison des k-cycles dans Sk.

On définit X, par la formule suivante :

Xp =D colop)[Homs, (Pp, F(1)%")]

0€ Sy
On notera que dans cette formule c,(o)) est bien un entier [Se], et que Xj n’est pas
la classe d’'un module instable sauf pour £ = 1, c’est un module ”virtuel”. La no-
tation Homg, (P,, F'(1)®%) désigne le module instable qui est isomorphe en degré n a
Homg, (P,, (F(1)®%)"), avec I’action évidente de 1'algebre de Steenrod. Par construction
I’élément X, appartient a Go(Vy).
Calculons maintenant la fonction vx,, l'entier vx, (n) est égal a la somme

Y- colog)dimp,Homs, (Py, (F(1)*)*'")

QESk
h assez grand.
La dimension de Homg, (P,, M) est égale a n,(M)dimg,Endg, (o), ott n,(M) est le nombre
d’occurence de p dans la série de composition, en tant que Fy[Sg]-module, de M. Comme
F, est un corps de scindement pour Sy on a dimg,Endg, (¢) = 1. L’entier yx, (n) est donc
la valeur en oy, du caractére modulaire de (F(1)®%)2"" considéré comme représentation de
S Mais cette représentation est somme directe de représentations de permutations de
la forme : F5[S)/S,], S, étant un sous-groupe de la forme S, X ... x S,,, (F(1)®%)", ou
(g1, - -, p¢) est une partition de k. Ces représentations sont engendrées comme Fy[S]-
modules par les tenseurs :

221

WWe...0u

~ vl
' v

®...0u" ®...9u"

vl

w1 fois e fois

tels que ¥; p;2% = 2hn.

La représentation triviale apparailt parmi ces représentations de permutation pour la par-
tition triviale (k). Elle apparait donc seulement dans les degrés n tels que n = 2¥k, elle
apparait alors avec multiplicité 1. Enfin le caractére modulaire de F5[S;, /S| évalué en oy,
est égal au caractere ordinaire du relevement Z[S;/S,| évalué sur le méme cycle [Se]. Il
est nul si Sy # S, et vaut 1 si Sy = S,,. Le calcul de yx, en résulte.

On trouve par exemple X; = [F(1)] et
X3 = 3[A%(F(1)] + 2(A*(F(1)] + [A(F(1)] = [A*(F(1)) @ A(F(1))]
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En fait, il est possible de montrer que le module instable F'(1)®3 est somme directe de
deux copies du noyau, Si1)F(1), de la mulplication A?(F(1)) @ A'(F(1)) — A3(F(1)) et
d’un module P;)(F (1)) qui est le recouvrement projectif de A*(F'(1)) dans V5. Une autre
caractérisation de ce dernier module est que F'(1)®? = S5 1y F(1)%2 @ Pyy(F(1)). Alors

X3 = [Py (F(1))] =[S, (F(1))]

De telles formules ont lieu en général, la classe X}, est la somme, avec des coefficients dans
Z, de classes d’isomorphisme d’objets projectifs (et en fait également injectifs) dans V.

3.3 Démonstration de la proposition 3.14

Cette proposition est ”intuitive” et peut se démontrer de diverses manieres. On en donne
ci-dessous une démonstration détaillée. Au passage on notera que le résultat est aussi
conséquence de 'existence d’une structure d’algebre de Hopf sur Z et du fait que les yi
sont linéairement indépendants.

Il faut montrer que Z est polynomiale en les xy, on va donc vérifier que les monomes en
les xj sont linéairement indépendants. C’est une conséquence du lemme qui suit.

Proposition 3.17 Soit n un entier, et soit (1%,3%, ... k%), a; > 0, une partition de
n en entiers impairs, on a donc Y, 5 1 1a; = n. Soit un monome x1'x5® ... xx* en un

entier de la forme :

Yy )

1<i<k, ¢ impair  0<j<a;
Supposons que ming jyzy iy |0s; — o | est grand, relativement a k.
La valeur du momoéme en cet entier est ailas!...ax!. Un mondme associé a une partition
distincte de n, ou a une partition d’un entier inférieur prend la valeur nulle en tout entier
de cette forme.

La démonstration utilise le lemme élémentaire, mais casse-pieds, suivant.

Lemme 3.18 Soient {by,...,b} et {a1,...,ax} deuzr familles d’entiers positifs non-nuls
(ils sont impairs dans application) positifs, strictement bornés dans leur ensemble par un
entier C. Soit {f1,..., [} une suite strictement croissante d’entiers positifs, supposons
que k <t et que

ming; {|8; — B[} > 4*log, (1C)
Alors, quelle que soit la suite d’entiers positifs {aq, ..., o}
— on ne peut avoir, st t > k, d’identité de la forme

Yo 2%a;= ) 2Pib;
1<i<k 1<j<t

—etsit=k,etsiona:

Z 2‘”ai: Z Q’ijj 5

1<i<k 1<5<t

on a (quitte & réordonner) o; = B; et a; = b;.
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Démonstration : Plagons nous dans le premier cas et supposons que I'on ait ’égalité.
On peut supposer que 2% < 2%+ pour tout i et que 2% < 2%+ pour tout j. On a
2Pt < kC2% et 2% < tC2Pt. Soit

ar — log, (tC) < By < ay, + log, (kC)

et
By — logy(kC) < oy < By + log,(tC)

Notons que si dans m = 37, <<, 26; b; on substitue aux b; leur décomposition 2-adique, on
obtient la décomposition 2-adique de l'entier m, i.e. toutes les puissances de 2 obtenues
en développant les produits sont deux a deux distinctes, en effet, min;;{|5; — §;|} >
4*log, (tC) > logy(O).

On montre dans une premiére étape que 2%aq;, < 2°¢b,.

Raisonnons par I’absurde et supposons que 2%a; > 2%b,. La plus petite puissance de 2
qui apparait dans la décomposition 2-adique de 2%a; est minorée par 25:-108:(kC)  dans
28¢h, elle est minorée par 2. On a donc :

2% q, — 2Ptp, > 9fi—loga(kO)

Puis :
t02P1 < 9Bt=10g3(tC)  9Bt—logs(kC) 2% g, — Qﬂtbt

La premiére inégalité est équivalente 3 t2C? < 2%t=Pi-1 qui est réalisée par hypothese.
Comme :

S 2%y <028

1<i<t—1

ceci démontre I’assertion, car cette derniere inégalité impliquerait que m < 2%ay, qui est
impossible.
Supposons que maintenant que 2%, < 2%aq;. On obtient alors

Qﬂtbt — 2%k, > 9k —log,(tC)

Mais on ne peut procéder comme ci-dessus car on n’a pas d’hypothese sur |o; — ;. On
considere alors I’entier

m'= Y 2%b; + (2%b, — 2%%qy)
1<<t-1

Notons f; pour min(f;, o), l'entier m' s’écrit

S 2%ib; + 2%,
1<j<t-1
avec b, < t2C3.
En effet la plus petite puissance de 2 qui apparait dans 2%, est au moins 25 > 21082
ou 2% donc au moins 2% 1°82(tC) De méme la plus grande puissance de 2 qui apparait

(tC)
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dans 250! est au plus 26:7182(C) gy 29+1082(C) " enfin on a vu plus haut que |8; — ax| <
log, (tC) c’est au plus 22+ H1082(C)Hoe2(tC) [ inggalité b, < t2C* suit.

Que le dernier terme du membre de droite soit non nul ou non on est ramené au cas
k — 1 d’une hypothese de récurrence qu’on laisse au lecteur le soin d’écrire en détails.
Cependant il convient de vérifier que les constantes en jeu satisfont aux hypotheses.

Si le dernier terme du membre de droite est non nul ¢ est inchangé, k devient £ — 1 et C'
est remplacé par t2C3. 11 suffit de vérifier que

miniz;{| 8] — Bjl} > 4" Mog, (£°C?)

avec (; = (i si i < t. Or par définition de /3, on a

ming.;{|5; — B;|} > 4Flog, (tC) — log, (tC)

et
4Flog, (tC) — log, (tC) > 4" Mog,(3C?)

ce qui justifie cette formule baroque.

Si le dernier terme du membre de droite est nul on laisse au lecteur le soin de compléter
les détails.

L’hypothése de récurrence nous garantit I’'impossibilité d’une telle équation, cela conclut
le premier cas (t > k).

Dans le second cas du lemme (¢ = k) on peut appliquer le méme procédé que ci-dessus.
Alors soit on se rameéne a un cas ol le dernier terme du membre de droite est nul, auquel
cas on se ramene a une hypothése de récurrence. Soit le dernier terme du membre de
droite est non nul et il n’y a pas de solutions de par le cas précédent (¢t > k).

Jiang Dong Hua m’a signalé une démonstration plus directe du lemme si tous les k; sont
impairs.

Démonstration de la proposition 3.17 : Elle résulte aisément de ce qui précede par
application des définitions et du lemme 5.2 qui permet d’effectuer les calculs.
La valeur du mondéme est le nombre de maniére d’écrire ’entier donné :

> i > 2w,

1<i<k, ¢ impair  0<j5<a;

sous la méme forme, c’est-a-dire :

Yy )

1<i<k, ¢ impair  0<j5<a;

Mais d’apres 5.2, et pourvu que l’on se place dans les conditions d’application, la seule
chose autorisée est de permuter les «; ;, a 7 fixe. La seconde assertion suit.

Démonstration de 3.14 : Il suffit de montrer que toute combinaison linéaire de monémes

X1 x5% ... X" forme un systéme libre. A cette fin on évalue une telle combinaison linéaire
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X sur des entiers appropriés, a savoir ceux donnés par les énoncés 5.1 et 5.2, pour montrer
que tout monome a un coefficient nul dans X. Donc, soit « un entier de la forme
SN

1<i<k, i impair 1<j<uv;
en prenant >, v; maximum. L’entier )", v; correspond au parametre n de la proposition
5.1, la maximalité de la famille (vq,...,v;) étant entendue comme suit : tout monéme
qulxg"“ o Xg® tel que Yo, u; > X, v a un coefficient nul dans X.
Sous les conditions d’application du lemme sur I’entier « on a alors :

X(a) =ex'x3* .. X3 (@)
Ul U3

ou ¢ est le coefficient de x{*x5° ... x;* dans X. Si X («) = 0 on obtient donc ¢ = 0.
En faisant une récurrence descendante on obtient le résultat.

4 Structure de A-anneau, démonstration du théoreme
1.1.

On a jusqu’ici obtenu une description de la structure de Go(U/Nil) aprés tensorisation
par le corps des rationnels, on va maintenant obtenir un énoncé sans cette restriction, et
faire le lien avec I’approche de Kuhn. On reviendra dans la prochaine section sur I’algebre
7z de la section 1. Des rappels sur les A-anneaux [Kn] sont utiles, on va les faire dans cette
section et en donner quelques conséquences, entre autres cela donnera une interprétation
de la construction des éléments Xj.

Un M-anneau R est un anneau muni d’opérations \* telles que :

1. A°=1,

2. A\ =1d,

3. Az +y) = Xo<icn N (z) A" (y).
En sus des propriétés que ’on vient d’énoncer on en demande deux autres.
— la premiére exprime \*(zy) comme un polynome universel en les \¥(z) et les A!(y);
— la seconde exprime \{()\(z)) comme un polynéme universel en les \*(z).

Si R est de caractéristique 0 la maniere la plus simple d’exprimer ces propriétés est
d’introduire les opérations d’Adams 1/1’“. Considérons la série formelle :

= 3" X(2)t € R[[t]

>0
Les opérations d’Adams ¥, & valeurs dans R ® Q sont définies par :

Clog(h(a)) = X (-1 @)

n>0
Ces opérations sont additives des que les deux premieres conditions sont satisfaites. Si les
deux conditions suivantes ont lieu on a :
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— *(zy) = P*(x)y"*(y) pour tous z, y, k;

— apkpt =¥ pour tous k et [.

La réciproque est vraie, si les opérations d’Adams satisfont & ces relations alors R est un
A-anneau (évidemment si on travaille sur un anneau sans torsion).

La structure de A-anneau suivante sur 1’algebre de série formelle Z[[¢]] est la traduction
en terme de série de Poincaré de I'action des foncteurs puissance extérieure sur les espaces
vectoriels gradués :

Théoreme 4.1 (Kn) Il existe sur l’anneau Z[[q]] une unique structure de A-anneau telle
que : '

— Me(ig") = ()¢ pour tous les entiers n, k, et 1 > 0;

— les aplications \* sont continues pour la topologie g-adique ;

— les opérations d’Adams sont données par v"(f(q)) = f(q").

Considérons maintenant le sous-anneau de Z[[g]] constitué par les séries formelles Y,~o a,q"
telles que : -
— a, = 0 dés que a(n) est supérieur a une constante ;
— a, = ag, des que n est divisible par une puissance de 2 assez grande, puissance ne

dépendant que de la série considérée.
Le plus petit entier d tel que a(n) > d implique que a, = 0 sera appelé le degré
de la série.
C’est un sous-A-anneau de Z[[¢]], on le notera Pgz.
La série de Poincaré d’'un module instable réduit de type fini est dans Pz. La premiere
propriété résulte de 2.5, pour ce qui est de la seconde seule ’existence d’une puissance de
2, soit 2", universelle telle que si 2"|n a, = ay, mérite des détails. Ceci est vrai car si M
est un module instable de type fini réduit de Nil-localisation L il existe un entier %k tel
que Sqt L ¢ M C L. Ce résultat se déduit de [Scl] (chapitre 6) et [Sc2].
L’application

I': Pz — C

qui & une série formelle f = Y a,¢" associe la fonction I'( f) € C définie par T'(f)(i) = a;on,
ol h est assez grand, est un homomorphisme d’anneau.

Proposition 4.2 Le noyau de I’homomorphisme I' est un \-idéal.

Le noyau est constitué par les séries formelles f € Pz dont les coefficients a,, sont nuls
des que n est divisible par une puissance de 2 assez grande, ne dépendant que de f car
on est dans Pz. Cette condition est préservée par application des opérations d’Adams, et
donc par les opérations \°.

Le noyau de ’homomorphisme I' étant un A-idéal il y a une structure de A-anneau sur le
quotient. Cette structure est la restriction d’une sur C ® Q. Les opérations d’Adams étant
données par les formules suivantes :

1. 92 =1d;
2. si k est impair ¥ () (i) = (%) si + € N;
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3. Pk (p)(i) =0si £ & N.
Elles vérifient les conditions requises pour que C soit un A-anneau.

Proposition 4.3 L’image de Go(U/Nil) dans C est contenue dans l’image de ’homo-
morphisme T', Go(U/Nil) est un A-anneau.

La premiere partie est une vérification de routine et résulte des rappels de la section 2.
Pour la seconde partie il suffit d’observer que I'image de Go(U/Nil) est stable sous les
opérations \’. Or, pour tout module instable M on a la relation suivante :

Yaiory = A (vm)

En effet si pys désigne la série de Poincaré d’un espace vectoriel gradué M on a

Painy = AN (pur)

Prenant pour M un module instable de type fini, puis appliquant de I' on obtient la
formule précédente. La formule s’étend aux classes dans Go(U /Nil).

Ceci justifie la définition des X, car X; = [F'(1)], et par application de 3.9 et la définition
des opérations d’Adams :

Proposition 4.4 On a la formule suivante :
X = H([F(1)

Ceci permet aussi de faire le lien avec le point de vue de Kuhn on notera que son résultat,
si on étend les scalaires au corps des rationnels, s’exprime en disant que

Go(U/Nil) = Q... w2+t ]

On va maintenant considérer le cas de Go(U) et commencer la démonstration du théoréme
1.1. On commence par introduire une terminologie liée a la fitration nilpotente d’un mo-
dule instable M de type fini.

Puisque M est de type fini, et comme la catégorie U est localement noethérienne, chacun
des sous-quotients désuspendus R;(M), 0 < i < k, définis par la filtration nilpotente est
de type fini.

Définition 4.5 L’entier d = max;—q,. , di, ot R;(M) € Vy, et Ri(M) & V4,1, est appelé
le poids de M.

Soit le sous-anneau Oz de Z[[q]] constitué par les séries formelles f = 3,59 anq" de la

forme .
> d'fila)

0<i<k

ou f;(q) est une série dans Pyz.
Ces séries vérifient en particulier :
il existe k et d tels que :
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— dés que a(n) > § et i > k le coefficient a,;, est nul;
— deés que n est divisible par une puissance de 2 assez grande, puissance ne dépendant
que de la série f, le coefficient a,; est égal & as,y; (¢ quelconque);

Définition 4.6 Si fr(q) #,0 k est appellé la profondeur de la série.
Considérons une série f vérifiant les hypotheses ci-dessus.

Définition 4.7 Soit i un entier donné et soit d; le degré de la série f; comme défini en
4.1. L’entier d = max;—g, i d; sera appelé le degré de la série f.

Soit M un module instable de type fini, de filtration nilpotente :
{O}ZMh+1 CMy,CMy,C---CMy=M
avec Mi/Mi—H = EZRZ, RZ réduit. On a :

pu(Q) = Y. d'pr,(q)

=001k
Cette série est dans Og. Le sous-anneau Oz de Z[[q]] est stable par les opérations \'.

Théoreme 4.8 L’application qui a un module instable de type fini M associe sa série de
Poincaré py détermine un isomorphisme d’anneauz de Go(U) sur Og. Si M est un module
instable de type fini de profondeur k et de degré £ la série associée a méme profondeur et
meéme degré total.

On commence par montrer que I’application est injective. Une classe X dans Go(U) s’écrit
-ainsi qu’il a été dit dans les sections 2 et 3- sous la forme

> o'([R]-[R])

i=0,...k

ou R; et R} sont des modules instables réduits. Si la série de Poincaré px de X est nulle
il en est de méme de vx = ['(px), or vx = Yr, — Vg, Si cette derniere quantité est nulle
cela implique que [Ry] — [R}] est nul dans Go(U/Nil) d’apres 3.9.

Autrement dit Y = [Ry] — [R}j] appartient a I'idéal (o) C Go(U).

La classe Y s’écrit donc sous la forme Y1 ,<, 0*H;, H; = [S;] — [S}], il se peut que ¢ > k.
On ne peut conclure par une récurrence descendante sur k, on en fait une, mais sur le
poids des [R;] et [R}], le lemme suivant le permet.

Lemme 4.9 Si R et R sont des modules instables réduits de type fini tels que [R] =
[R'] € Go(U/Nil), alors [R] — [R'] € G peut s’écrire 1<, 0 H;, avec H; = [S;] — [S!] et
les [S;] et [S] sont des modules instables réduits de type fini de poids strictement inférieur
@ celui de [R] et [R].
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Il faut démontrer que ’on peut supposer le degré des [S;] et [S]] strictement inférieur a
celui de [R].

En effet si R 2 R’ dans U/Nil, R et R’ réduits de type fini, R et R’ contiennent tous les
deux un sous-module isomorphe a un module 7', que I'on notera aussi 7" par abus dans
les deux cas, tel que R & R’ = T dans U/Nil. Ceci se démontre en plongeant R et R’
dans leur Nil-localisation commune [Scl] L puis en observant que SqlgL est contenu dans
R et R’ pour k assez grand (voir [Scl] chapitre 6 et [Sc2]).

Cet argument permet de se ramener au cas d’'un module réduit de type fini R et d’un
sous-module T tels que le quotient R/T soit nilpotent & cette fin on écrit [R| — [R/] =
[R] — [T+ [T] - [R].

Si le poids de R, et donc celui de T est d et comme les séries de Poincaré de R et T
coincident dans les degrés divisibles par une puissance de 2 assez grande cela veut dire
que la série de Poincaré de R/T est nulle dans les degrés 2"n tels que a(n) < d et h
assez grand (indépendemment de n). Dans Go(if) la classe de R/T s’écrit 3°,_, o"[T}],
T; module instable réduit. La série de Poincaré des 7; est nulle dans les degrés n tels que
a(n) > d, sinon il ne pourrait en étre ainsi pour la série de Poincaré de R/T. En effet la
série de Poincaré de R/T s’écrit f = 3, ¢'pr.(q), tous les coefficients sont positifs. Si 'une
des séries pr; est de degré supérieur ou égal a d cela veut dire qu’il existe un entier n tel
que a(n) > d et tous les coefficients de pr, en degré 2"n sont non nuls des que h est assez
grand. Mais alors le coefficient de ¢ P, et donc celui de f, est non nul en degré i + 2n,
or pour h assez grand a(i + 2"n) > a(n) > d.

Il résulte alors de la définition des catégories V,, que le module instable module 7;) est de
poids strictement inférieur a d, ce qui permet d’effectuer la récurrence descendante.

Ceci démontre l'injectivité.

Pour ce qui est de la surjectivité, clairement il suffit de montrer que toute série dans Py
est dans I'image. Mais si f = ¥, a;q* est une telle série, il résulte de la prochaine section
que I'on peut trouver une série f = ¥,@; ¢* ol @; = a; pour tout 4 divisible par une
puissance de 2 assez grande ne dépendant que de f telle que f soit la série de Poincaré
d’un élément [R] — [S] dans Go(U) R et S réduits. La série f — f (qui est dans Og) est de
degré strictement inférieur & celui de f et on peut procéder par récurrence descendante.

5 La structure d’algébre de Go(U /Nil).

5.1 L’algebre Iy

Dans cette section on va décrire Go(U /Nil), sans faire de tensorisation par Q. En parti-
culier on obtiendra le résultat qui permet d’achever la démonstration de 1.1 commencée
dans la section précédente.

On introduit une sous-algebre Zz C C déterminée par les conditions données dans l’'in-
troduction. Rappelons les : Soit k = (k1, ..., k;) une famille d’entiers impairs, rangée en
ordre croissant, ou la famille constituée par 0. L’entier ¢ est appelé la longueur de k et est
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noté £(k), 'entier 3°; a(k;) est appelé la longueur 2-adique de k et noté a(k).
On notera Vi I'ensemble des entiers de la forme Y, k;2%, les u; étant des entiers quel-
conques.
L’algebre Zz est ’ensemble des fonctions v de N dans Z telles que :
1. v(2¢) = (i) pour tout ;
2. v(7) = 0 des que () est assez grand ;
3. pour tout k la fonction 7 est constante sur Vy, sauf éventuellement sur 'intersection
avec Vi d’une réunion finie de Vj, ou soit a(l) < a(k), soit a(l) = a(k) et £(1) <
2(k).
L’intersection ci-dessus sera appelée le sous-ensemble critique de Vi pour la fonction 7.
La condition ci-dessus équivaut a dire que la valeur de la fonction v sur I'entier -, k;2%
ne dépend pas des u; dés que min;z;|u; — u;| est assez grand. On notera cette valeur
3 (k1, ..., k). On Pappellera aussi la valeur de la fonction sur Vi. On dira que la fonction
ne prend pas la valeur nulle sur Vy si cette valeur est non nulle.
Evidemment c’est la troisieme condition qui est nouvelle. La seconde condition permet
comme plus haut de définir, pour ¢, ¥ € Tz, un produit de convolution par :

pry(i)= > o)p(k)

I4+k=2hq

Il faut cependant démontrer la :
Proposition 5.1 Si ¢ et i appartiennent a Iz alors ¢ * ¥ € Ig.

Pour démontrer cette proposition on doit calculer pour une famille d’entiers impairs k
la quantité (¢ * ¢)(X; k;2%). Par des arguments analogues a ceux de la section 3.3, en
utilisant (entre autres) le fait que les fonctions ¢ et 1 sont nulles sur les entiers n dés que
a(n) est assez grand, on obtient 1’énoncé suivant :

Proposition 5.2 Si la quantité min;z;|u; — u;| est assez grande on a la formule :

(p* w)(Z ki2) = > (> az‘W(Z b)

{al,...,at;bl,...,bt} %

La somme de droite est prise sur toutes les familles {ay,...,as;b1,...,b} satisfaisant a
a; +b; = 2M(k;2%), h grand, pour tout i, seuls un nombre fini de termes de la somme sont
non nuls.

Précisons I'inégalité contenue implicitement dans cette proposition. On pose ¢ = min,z;|u;—
u;|, & = max(log,(k;)). Enfin on suppose que ¥(n) = 0, et p(n) = 0 si a(n) > d. La
proposition a alors lieu des que ¢ — k > 2d + 1.

La proposition 5.1 en résulte aisément, on y revient plus loin.

On ne détaillera pas la preuve de 5.2, mais il y a dans les lemmes qui suivent les indications
essentielles, elles sont d’ailleurs également utiles pour passer de 5.2 a 5.1.
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On suppose les u; rangés en ordre croissant. La condition ¢ — k > 0 montre que les k;2%
sont aussi rangés en ordre croissant.

L’observation clé dans la démonstration de cette proposition est que, si on écrit 2*(3°; k;2%) =
a+ b, h grand, et que p(a) # 0 et ¥(b) # 0, les développements 2-adiques de a et b ne
peuvent faire apparaitre de puissance de 2 ayant un exposant appartenant aux intervalles
[h+ u; + K, h 4+ u;1 — 2d — 1], ces intervalles sont non vides pour tout i sous la condition
c—Kk>2d+1.

Cette assertion résulte de ce que si une puissance de 2 du développement de a ou b avait
un exposant dans un intervalle [h + u; + K, h + u; 41 — 2d — 1] le développement 2-adique
de a ou b serait de longueur strictement supérieur a d.

Il en résulte facilement que a s’écrit 3 a; et b s’écrit 3, b;, vérifiant a; + b; = k;2% ",

Lemme 5.3 Sous les hypothéses de 5.2 et si le terme o(3; a;)(3; bi) est non nul on a
a; = 2%y, «; impair ou nul, et b; = 2% 3;, B; impair ou nul, avec max(|u; —v;l, |u;—w;|) <
max{2d, k}.

Les équations qui déterminent les a; et les b; n’ont qu’un nombre fini de solutions pour
lesquelles ¢(X; a;) et (32, b;) sont non nulles. Ceci car ¢ et ¢ s’annulent sur les entiers
n deés que a(n) > d.

Donc :

Lemme 5.4 Sous les hypothéses de 5.3 les familles d’entiers {«;, 5;} déterminées par les
familles de solutions {a;; b;} ne dépendent pas du choizx des entiers u;, mais seulement de
k, de @ et. Si de plus Uentier Y-, 2% v; (resp. >-; 2V 3; ) n’appartient pas au sous-ensemble
critique de V, pour ¢ (resp. de Vg pour 1)on a :

(Qo*w)(z kiQW) = Z @(ala"':at)&(ﬁl,---aﬁt)

{aly---aat;ﬂla“'aﬂt}

La condition de la seconde partie du lemme est réalisée dés que min;«;|u; — u;| est assez
grand.
Le lemme suivant n’est pas nécessaire a la suite, il est néanmoins utile de le mentionner :

Lemme 5.5 Soient k et h deux familles d’entiers impairs. Alors lintersection Vi N

Vi est réunion finie d’ensembles V avec u de longueur 2-adique inférieure ou égale a
inf(a(k), a(h)).

Il convient de préciser le sens de la phrase ”est réunion finie d’ensembles V,” dans ce
contexte cela veut dire que pour un entier ¢ assez grand :

2£(Ui:1,...,k V) C VNV C Uiz, Vi

La démonstration du lemme est basée sur 3.18. Supposons par exemple que £(k) > ¢(h)
Sion a une égalité 3-; k;2% = 3°; h;2% et que 'on est dans les conditions d’application de
3.18, essentiellement que min;j|u; — u;| soit assez grand, les familles k et h coincident. Si
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on exclut ce cas pour que I’égalité ait lieu il faut par conséquent que I'une, au moins, des
quantités |u; — u;| soit inférieure & une constante donnée. Autrement dit on est ramené a
étudier I'intersection de Vy, avec une famille finie de Vi, avec ¢(k;) = £(k) —1. On conclut
par une récurrence descendante.

L’exemple de V(;,1) N V(1 3) et V(1) et V(5) montre qu’il ne peut y avoir égalité.

5.2 La structure d’algébre de Go(U/Nil).

On va démontrer le :
Théoréme 5.6 L’algébre Go(U/Nil) est isomorphe a 'algébre Iz,

La démonstration est pour I'essentiel une collecte de résultats démontrés plus haut.
D’abord I’application canonique :

v Go(U/Nil) — C

prend valeurs dans Zz car les fonctions yj appartiennent a Zz , I’algebre qu’elles en-
gendrent est dans Zz d’apres 5.1.

Or les fonctions vx, X € U/Nil prennent des valeurs entiéres, et quitte a les multiplier
par une constante sont des combinaisons linéaires a coeflicients entiers de monomes en les
X d’apres le théoreme 3.15.

La premiere partie du résultat suit.

L’application est injective, cela a été démontré dans la section 3.

Il reste a montrer qu’elle est surjective, il y a la encore un travail a faire, et c’est a cet
effet que ’on utilise la structure de A-anneau.

On considere une fonction 7 € Zz et on veut montrer qu’elle est dans I'image de 7. On
introduit une filtration double sur Zz en associant & 7 deux entiers.

D’abord a 7 on associe le plus grand entier A tel qu’il existe un ensemble Vi tels que
a(k) = h et sur lesquel 7 est non nulle. On rappelle que cela veut dire que la valeur de la
fonction est non nulle en dehors d’un sous-ensemble critique C'.

Pour définir le second entier on consideére la famille des ensembles V,, ayant cette propriété.
La famille peut contenir Vj,, ou dp désigne (1,...,1), c’est-a-dire que la fonction est non
nulle sur V3, , le second indice de filtration est alors h.

Sinon la fonction est nulle sur Vj,, c’est-a-dire nulle en dehors d’un ensemble C' qui
est réunion d’ensembles V. Le second indice de filtration est alors défini comme étant
la longueur maximale ¢ d’un ensemble V apparaissant dans la description de C' comme
réunion et tel que a(u) = h, on at < h. La valeur de ¢ & priori dépend de la décomposition
explicite, il est possible de donner une définition univoque mais dans la suite on pourra
se contenter de la présente définition.

On notera ce couple (h,t), t < h.

On passe a la démonstration du théoréeme 5.6. La remarque suivante sera utile plus bas :

Remarque 5.7 Supposons que Vy, soit strictement inclus dans Vy, alors £(h) < £(k).
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Dans cet énoncé ”strictement inclus” signifie qu’il existe £ tel que 2¢°Vy, C Vi, mais qu’il
n’existe pas d’entier pour lequel I'inclusion inverse ait lieu.

Soit 7 d’indice de filtration (h,t). On va construire un objet dans X € Go(U/Nil) tel que
T — vx soit d’indice de filtration au plus (h,t —1)sit > 1,et (h—1,h—1)sit=1. Une
telle construction démontre 5.6.

L’ensemble critique C' est réunion de Vy, considérons seulement les indices k; tels que
a(k;) = h, ily en a par hypothése. Soit donc k un tel indice, supposons qu’il soit constitué
de u, fois aq,.., u,, fois a,,, ou les a; sont des entiers impairs strictement croissants. Soit
alors la fonction :

cA" (Xal) Co A (Xam) ’

ol ¢ est la valeur de 7 sur Vi et les \¥ désignent les opérations dans le A-anneau des
fonctions.
Soit alors I’objet virtuel

Xk = A"(Xy,) ... A" (X,,,)

ona:
Tt = A" (Xar) - - - A" (Xam )

On introduit des objets virtuels Xy, et des constantes c¢; pour chaque V.
L’énoncé suivant est alors conséquence directe de la construction ci-dessus et de la re-
marque ci-dessus :

Lemme 5.8 Soit (h,t) le couple associé a la fonction 7. Le couple (h',t") associé a la
fonction T — 32 ¢iyx,, vérifie h' <h ouh=h"ett <t.

Ce lemme permet évidemment de conclure par une démonstration par récurrence.
Ce théoreme complete et d’achever la démonstration de 4.8 en assurant ’existence de la
série f.

On peut munir 'algebre Zz,et donc Zz®Q d’une structure d’algebre de Hopf. Les éléments
Xk soient primitifs pour cette structure, mais il y a une maniére naturelle de procéder qui
est expliquée ci-dessous.

Pour ¢ € Iz on définit une fonction Ay : N x N — Z par la formule suivante :

Ap(u,v) = p(u+ 2"v)

pour h grand. Cette quantité est bien définie par hypothese sur . Il n’est pas clair que
Ay € Tz ® 1z, ceci est laissé au lecteur. La compatibilité a la multiplication est elle facile
a démontrer.

On notera aussi en corollaire :

Corollaire 5.9 L’algebre Iz C C s’identifie a ’ensemble des f € C tels qu’il existe un
entier n pour lequel nf € T.
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